Eksamen 6. desember 2013 IR201712 Diskret Matematikk
Eksamenstid 4 timar Nynorsk

Ingen hjelpemiddel er tillatne.
Ta med all mellomrekning som trengst for & grunngje svaret.

ODDEAVE L.t (7%)
Skriv F' og T for hhv. sann og usann.

(a) Forenkl uttrykket s A —s =

Solution:
sN—-s=F
(b) Forenkl uttrykket s VT =
Solution:
svTl =T

(c) Lat a @ b sta for XOR av a og b. Bruk sanningstabell for & visa at a @ b er ekvivalent med
(aA=b)V (maAD). (Hugs at a ® b er usann dersom a og b har same sanningsverdi og sann nar
a og b har ulik sanningsverdi.)

Solution:

[a]badb]-a]-b](an-b) [ (maAb) | (ah-b)V(~aAb) |
T|T F F | F F F F

T|F T F | T T F T

F|T T T | F F T T

F|F F T | T F F F

We can see that both expressions have the same truth value for each combination of truth values
for a and b. Hence they are equivalent.

OPDEAVE 2 .o ettt et e e (12%)
Sj& pa kvart av fylgjande argument. Definer predikatsymbol og set opp argumentet systematisk pa
symbolsk form. Vurder om argumentet er gyldig og evt. kva argumentteknikk som vert brukt.

(a) e Dersom me far kvit jul, so vert eg opplagd og inspirert til neste semester.
e Jula vert kvit og fin.
e Ergo er eg opplagd og inspirert nar neste semester startar.

Solution:

s := me far kvit jul,

t := eg vert opplagd og inspirert til neste semester.

Argumentet seiar at fordi s = t og s, so kan me konkludera med t. Dette er eit dgme pa
Modus Ponens og er eit gyldig argument.

(b) e Dersom me far kvit jul, so vert eg opplagd og inspirert til neste semester.
e Det regnar heile jula.
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e Ergo er eg sur og gretten nar neste semester startar.

Solution: Med s og t definert som fgr, seiar argumentet at fordi s = t og —s, so kan me
konkludera med —t. Dette er eit ugyldig argumentet. Premissane gjev ingen informasjon
om kva som skjer nar —s er sann.

(¢) e Dersom me far kvit jul, so vert eg opplagd og inspirert til neste semester.
e Eg er sur og gretten nar neste semester startar.
e Ergo hadde me ikkje sng i jula.

Solution: Med s og t definert som for, seiar argumentet at fordi s = t og —t, so kan me
konkludera med —s. Dette heiter Modus Tollens og er eit gyldig argument.

OPPEAVE B o oottt et et e e (7%)
Rekn ut fylgjande

(a) 647 mod 9=

Solution:
6+7 mod9=4

(b) 4-7 mod 17 =

Solution:
4-7 mod 17 =11

(c) (2 +x+2)- (2% + 223 + 1) over Zs.

Solution:
(X" +ly3+ 040+ 1) - (x*+0+x +)
Axl 4+ x3 +0+to+4d
31 4 o 40t
A0t 0 1 X
U4 x T tE XL

OPDEAVE 4 .o ettt et e e (12%)
Me har eit datasystem med brukarnamn og passord. Forklar korleis me finn talet pa unike, moglege
brukarnamn, nar

(a) ... brukarnamnet ma besta av ngyaktig seks teikn som er anten sma, engelske bokstavar eller
siffer?

Solution: The password is a list of 6 elements from a set (alphabet) of 36 elements. Using
the product principle (or the formula for the number of lists) we have 36° different possibi-
lities.

(b) ... brukarnamnet ma besta av seks til atte teikn som er anten sma, engelske bokstavar eller
siffer?
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Solution: The password is a list of 6, 7, or 8 elements from a set (alphabet) of 36 elements.
We use the sum principle to combine the number of 6-, 7-, and 8-character user names, for
a total of

365 + 36" + 36°

options.

(¢) ... brukarnamnet ma bestd av seks til atte teikn der det fyrste er ein liten engelsk bokstav og dei
resterande kan vera anten sma, engelske bokstavar, siffer, eller eit av dei ti teikna . ,-+:;_%$"?

Solution: Again we need to split the problem into 6-, 7-, and 8-character usernames. For n-
character usernames we note that we choose one character (the first) from a 26-element set,
and the remaining ¢ — 1 characters from a 46-element set (as in the previous subproblem).
Thus we have 26 choices for the first letter and 46! for the rest. Using the product principle
we have 26-46°~! possible i-character usernames. Using the sum principle as before, we get

a total of
26 - 46° + 26 - 46° + 26 - 467

usernames.

Det er tilstrekkeleg a setja opp formlar og setja inn tal. Du treng ikkje a rekna ut formlane. Forklar
kva teljeprinsipp du treng og korleis du kjem fram til formlane i kvart delspgrsmal.

ODDBAVE B ettt e (8%)
(a) Rekn ut A - B over Zg der:

1 0
1 0 1 1 0 1
A_{O 1 0 1] B= 11
1 0
Solution:
1 0
1 01 1 0 1} |1 1
01 0 1 1 1] (11
1 0
(b) Rekn ut C - D over Zs der:
1 2 2 1
CL D=0 2 1
1 1 1
Solution:
12 20 (2) R 2
1 10 1 12 2
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OPDEAVE B . o oottt et e ettt (4%)
Lat E vera ei matrise over Zs:

Rekn ut E~'.

Solution:
1 1 1 0
01 : 0 1]

Adding Row 2 to Row 1 we get
1 0 11
0 1 0 1]

Thus, E-! = E.

ODDEGAVE T .ttt e (12%)

(a) Skriv opp formelen (definisjon) for binomialkoeffisienten <n)
m

Solution:
n!
m!(n —m)!
7
(b) Rekn ut <3)
Solution: 7 T 6.5
: =0 7. 5—35.
5(7-3) 3.2 35

(c¢) Forklar korleis eit prov ved matematisk induksjon er bygd opp.

Solution: Matematisk induksjon tek utgangspunkt i eit predikat P(n) der n er eit heiltal
og me ynskjer & bevisa Vn > ng, P(n).

Ein ma bevisa to fall: grunnfallet, at P(ng) er sann, og induksjonsfallet at P(n—1) = P(n)
for n > ng. (Dette er den enklaste variasjonen, og det er bra nok.)

Nar ein har vist bade grunn- og induksjonsfallet kan ein konkludera at ¥n > ng, P(n) fylgjer
ved (svak) matematisk induksjon.

(d) Bruk matematisk induksjon for a bevisa formelen som du fann i del a. Du kan bruka den
fylgjande rekursive likninga som er velkjend:

(Z) = (”;L 1) + (Z‘i) nir n > m. 2)
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Solution: Grunnfallet er n = m som gjev talet pad matar a velja ei n-mengd fra ei n-mengd.
Den einaste maten er a velja heile mengda, altso (Z) = 1. Me har

n!

(n —n)n! =1

)

som formelen stemmer her.

I induksjonsfallet gar me ut fra at

n’ n'!
(m) (' —m)'m!’

for n’ =n — 1, og me kan bruka (2) for & fa

n n—1 n—1
()= (o)
B (n—1)! (n—1)!
C(n—1—-m)m!  (n—m)!(m—1)!
(n—m)(n— 1+ m(n—1)!
(n—m)l(m —1)!
n!

(n —m)Im!

som viser formelen i det induktive fallet.
Me kan konkludera med at formelen held for alle n > m ved matematisk induksjon.

O D DEAVE 8 o .ottt ettt e e (6%)
Kor mange lgysingar med 0 < x < 14 har fylgjande likningar:

(a)

3z mod 15 =37

Solution:
x |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

3xm0d15‘036912036912036912
The table shows that we have three solutions.

(Analytical solutions are great, but the table is the time efficient and practical solution.)

3z mod 15 =17

Solution: Because hcf(3,15) > 1, 3 has no inverse and the equation has no solution.

Grunngje svara.
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1] 03 0 == 117 T I
(a) Vis korleis du bruker Euklids algoritme for & finna hcf (90, 462)1?

Solution:
hef(90,462) = hef(462, 90)
= hef (90, 12)
= hcf(12,6) =6

Le. hef(90,462) = 6.

(b) Vis korleis du bruker Euklids utvida algoritme for & finna den multiplikative inversen til 13

modulo 73.
Solution:
x 4
73 < 5713 tg 5 -3-5-5=-2§
13 1-% *tS| =3 2+3 /=5
g= /-5 *t3| A4 ~/-2/=-3
3= ! -2 '+/ / -/
533 —a813 /3"/4no1 73
= 36s = 3by =/ =28 el 3
= 4

Thef star for Highest Common Factor eller stgrste felles divisor (ogso kjend som gcd).




IR201712 Diskret Matematikk 6. desember 2013 Nynorsk

OPPEAVE 10 . . ottt (12%)
RSA har krypteringsfunksjonen e, ,(z) = ¢ mod n.

(a)

Vis, steg for steg, korleis du reknar ut 11'7 mod 21 pa ein effektiv méte.

Solution:

11'" mod 27 = (11 mod 21)®-11 mod 21
=16%-11 mod 21
= (16 mod 21)* - 11 mod 21
=4%.11 mod 21
=(4%)2-11 mod 21
= (16 mod 21)-11 mod 21

=4-11 mod 21
=44 mod 21
=2

Skriv pseudo-kode for ein effektiv algoritme for & rekna ut z¢ mod n.

Solution:

Algorithm SquareNmultiply(z,e,n)
if e=1, return x modn

y:= SquareNmultiply(z, |e/2],n)
y:=y> modn

if e mod2=1,

y:=y-x modn

return y

N OO W N

Kor mange multiplikasjonar trengst for & rekna ut ¢ mod n?

Solution: At most 2 |log, e] multiplications.

(It is most important to identify the logarithmic relationship, so loge should give points.
Full score assumes the factor of 2 as well.)
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ODDEAVE Ll .ttt (10%)
Sja pa fylgjande recurrence og ga ut fra at n er en potens av to,
T(n)=2(T(n/2)) +n, nirn>1, 3)
T(1)=1
(a) Teikn eit recurrence-tre for T'(n).
Solution:
, Lo
.2 =/ / n
2'= 2 s N
Y n
2% 4 % <’ ”‘f v M
(to/) n + l £ g (
‘(MKLS ! |
, I
' {
2 %M =h o' ¢ 1 N / ¢
» .-
6 oo (4 m
(b) Bruk recurrence-treet for & finna ei eksakt lgysing for T'(n).
Solution: Me ser 1+ logn niva med n einingar per niva. Altso far me T'(n) = n(1+logn).

(¢) Gje ei Big-O-grense (beste moglege Big-O-grense) for T'(n).

Solution: ©(nlogn)




