Eksamen 29. november 2012 TR102512 Matematikk 1
Eksamenstid 4 timer Bokmal

Hvis du blir ferdig med oppgavene under del 1 for kl. 11.00, s kan og bgr du starte pa del 2
uten bruk av hjelpemidler. Du kan bare bruke tillate hjelpemidler etter kl. 11.00.

’ Ta med all mellomregning som er ngdvendig for & grunngi svaret. ‘

Del 1. (09.00-11.00). I denne delen er ingen hjelpemidler tillatt.
OPPEAVE Lottt e e (15%)
(a) La A={-2,0,2} og B={-1,0,1}. Finn AU B og AN B.

34
(b) Regn ut og skriv pa rektangulser form z = %, der i = /—1.
i

(c) La A= l;l ﬂ og B = [(1) _11].Visat AB # BA.

OPPGAVE 2 . o ettt ettt e e e e e (6%)
Lgs likningssystemet ved & bruke Gauss-eliminasjon.

1+ 229 — xz3=1
5x1 + 929 — 3x3 = 2
4x1 + Txg — 303 = 2

OPDDEAVE 3 ..ttt e e (12%)
Deriver funksjonene med hensyn pa z.
(a) \ \
x
— 1 o
(b)

ODDEAVE 4. .ot (12%)
Finn integralene
@) +4
x
/ CESIE dx
(b)
/(ac2 + 1)e** dx
D PAVE B . e ottt ettt et e e e (5%)
Finn grensa
lim e + 2
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Del 2. (11.00-13.00). I denne delen er leerebok, formelsamling fra videregdende skole
og kalkulator tillatt. Handskrevne notater i lerebok og formelsamling er lov. Derivasjon og
integrasjon skal utfores manuelt og mellomregninger fores inn. Differensiallikninger skal lgses
ved manuell metode. Kalkulatoren kan bare brukes til tallregning og eventuelt til kontroll.

’ Sett kalkulatoren pa radianer. ‘

OPPGAVE 6 . o oottt ettt et e e e e e e (6%)
Sett opp integralet for lengden av kurven f(z) = %xw 2 mellom z =0 og z = 1.

Bruk Simpson’s formel til & finne tilnserminga Sy for lengden. (Dvs. bruk 4 delintervall.)

ODPGAVE T .o ettt et e e e e e e (5%)
En kurve er gitt ved 3?(1 + 2x) = 1. Bruk implisitt derivasjon til & finne et uttrykk for 7.

Finn séa et uttrykk for linja som tangerer kurven i punktet (0, 1).

OPPGAVE 8 . o ettt et e et e (5%)
1
Finn Taylorpolynomet av grad 2, Py(x), for f(x) = T+2 med senter i a = 0.
x
ODDAVE O o ettt e (12%)

Grafene til funksjonene f(r) = z og g(x) = x> avgrenser et flatestykke F' i forste kvadrant
med areal A.

(a) Finn arealet A.
(b) Finn tyngdepunktet i flatestykket F'.

OPPEAVE 10 . .. (12%)
Lgs differensiallikningene

(a) ¥" =3y’ +2y=0.
(b) " +4y = 2>,

OPPEAVE Ll ottt e (10%)
Ei differensiallikning er gitt ved

med startbetingelse y(—1) = 1.
(a) Finn en tilnaermet verdi for y(0) ved Euler’s metode med steglengde h = 0.5.
(b) Finn lgsningen y(x) eksakt og regn ut y(0).



Eksamen 29. november 2012 TR102512 Matematikk 1
Eksamenstid 4 timar Nynorsk

Om du blir ferdig med oppgavene under del 1 fgr kl. 11.00, sa kan og bgr du starte pa del 2
utan bruk av hjelpemiddel. Du kan bare bruke lovlege hjelpemiddel etter kl. 11.00.

’ Ta med all mellomrekning som er ngdvendig for & grunngi svaret. ‘

Del 1. (09.00-11.00). I denne delen er ingen hjelpemiddel lovleg.

DDAV L ettt (15%)
(a) La A={-2,0,2} og B={-1,0,1}. Finn AUB og AN B.
(b) Rekn ut og skriv pa rektanguleer form z = %, der 1 = /—1.
i

(c) La A= l;l ﬂ og B = [(1) _11].Visat AB # BA.

OPPGAVE 2 . oottt ettt et (6%)
Logys likningssystemet ved a bruke Gauss-eliminasjon.

1+ 229 — xz3=1
5x1 + 929 — 3x3 = 2
4x1 + Txg — 303 = 2

OPDDEAVE 3. ettt ettt (12%)
Deriver funksjonane med omsyn pa x.
(a) \ \
x
— 1 o
(b)

ODDEAVE 4. oottt (12%)
Finn integrala
@) +4
x
/ CESIE dx
(b)
/(ac2 + 1)e** dx
ODDGAVE B e ettt et ettt e e (5%)
Finn grensa
lim e + 2
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Del 2. (11.00-13.00). I denne delen av eksamen er kalkulator, lzerebok og formel-
samling fra vidaregdande skule lovleg. Handskrivne notat i lerebok og formelsamling er
lovleg. Derivasjon og integrasjon skal utforast manuelt og mellomrekningar skal forast inn. Dif-
ferensiallikningar skal loysast ved manuell metode. Kalkulatoren kan berre brukast til talrekning
og eventuelt til kontroll.

’ Sett kalkulatoren pa radianar. ‘

ODDEAVE 6. .ottt et e (6%)
Sett opp integralet for lengda av kurva f(z) = %x5/2 mellom z =0 og x = 1.

Bruk Simpson’s formel til & finne tilnszerminga Sy for lengda. (Dvs. bruk 4 delintervall.)

ODDEAVE T .o ettt e e e e (5%)
Ei kurve er gitt ved y?(1 + 2z) = 1. Bruk implisitt derivasjon til & finne eit uttrykk for 7.

Finn sé eit uttrykk for linja som tangerer kurven i punktet (0, 1).

OPPGAVE 8 .o ettt ettt e et e (5%)
1
Finn Taylorpolynomet av grad 2, Py(x), for f(x) = T+2 med senter i a = 0.
x
ODDEAVE O . e (12%)
3

avgrensar eit flatestykke F' i forste kvadrant
med areal A.

(a) Finn arealet A.

(b) Finn tyngdepunktet i flatestykket F'.

OPPEAVE 10 . .ttt e e e (12%)
Lgys differensiallikningane

(a) ¥ =3y +2y =0,
(b) ¥ + 4y = 2.

OPPEAVE L.ttt e e e (10%)
Ei differensiallikning er gitt ved

med startverdi y(—1) = 1.
(a) Finn ein tilngerma verdi for y(0) ved Euler’s metode med steglengd h = 0.5.

(b) Finn lgysninga y(x) eksakt og rekn ut y(0).
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Losningsforslag
Del 1. (09.00-11.00).
OPPEAVE Lo ettt e (15%)
(a) La A={-2,0,2} og B={-1,0,1}. Finn AUB og AN B.
(b) Regn ut og skriv pa rektanguleer form z = 13:22_, der i = /—1.
i
4 3 1 -1 .
(c) La A= [2 1] og B = [O 11. Vis at AB # BA.
Lgsning. (a) AUB ={-2,-1,0,1,2} og AN B = {0}.
(b)
3+ (3+4)(1—2)  3-2%4i—6i 5—5i 1

“Tlt2i (Q+e2(l-2) 1-42 5

(c) Regner og finner
4 311 =1 4 -1 1 —1][4 3 )
AB_[2 1] [0 1]_[2 —1] ens BA_[O 1“2 1]_[2 1]

OPPEAVE 2 .o vttt ettt e e e e e e (6%)
Lgs likningssystemet ved & bruke Gauss-eliminasjon.

1+ 229 — x3=1
5x1 + 929 — 313 = 2
41 + Txg — 303 = 2

Lgsning. Setter opp utvidet koeflisientmatrise og radreduserer.

1 2 1 1 2 -1 1 1 2 -1 1 1 2 -1 1
5 9 =3 2l =10 =1 2 -3 — (0 1 =2 3= |0 1 =2 3
4 7 =3 2 0 -1 1 -2 0 0 -1 1 0 0 1 -1

Serat g3 = —1,sddablirxe =34+223=3-2=1o0ogz; =1-2a0+23=1-2—-1=-2. [

OPDDEAVE 3 . .ottt et (12%)
Deriver funksjonene med hensyn pa x.
(a) ) ,
flx) = = Inz — %
(b)

Losning. (a)

(b)
g (z) = 2sin(2x) cos(27)2 = 4sin(2x) cos(2z) = 2sin(4x).



IR102512 Matematikk 1 29. november 2012 Lasningsforslag

OPDPGAVE 4 . oottt e e (12%)
Finn integralene

(a)
(b)

Losning. (a) Alternativ I. Delbrgk.
x+4 A B A@+1)+B

@+1? 241 @t1? (@+lp

Likning: v +4 = A(x+ 1)+ B. z-ledd: 1 = A. k-ledd: 4=A+B. SaB=4—-—A=3.1
begge integralene under lar vi u = x + 1 sa du = dx.

/(5114 / d:c+3/ / du+3/

=In|u| — 3u™! ln\x—i—l\—i-i-c
r+1

Alternativ II. Substitusjon Lau =z + 1. Daerdu=dx ogx +4=u+ 3, sa

/mdx_/“” / du+3/

=1In|u| — 3u™? ln\x+1|—i+0
r+1

Alternativ III. Delvis integrasjon Deriverer (z + 4) og integrerer (x + 1)~2

+ | z+4 (x4 1)72

— 1 —(x+1)71
+ 0 —In |z + 1|
Tilsammen
4 4 1 3
/L2 x:—i+ln\x+l|+02—$+ - +Injz+1|+C
(x+1) r+1 r+1 z+1

Siden (x 4+ 1)/(x 4+ 1) = 1 kan vi sette C1 = —1 + C og fa samme svar som over.

(b) Delvis integrasjon ved tabell. Fortegn i fgrste kolonne, deriverer andre og integrerer
tredje.

+ 22 +1 e2r

— 2x %e%
+ 2 ieh
— 0 %ezx

Ganger nedover langs diagonalene og far

1 1
/(w2 +1)e* do = i(ac2 +1)e** — Z(?x)e% +

1 1 T 1
~(2 2x — (2 1 20 % 2x | — 2z
8( Je**+C 2(3: +1)e 5 + ¢ +C

O
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D DAVE B . o ettt ettt (5%)

Finn grensa

Lgsning. Bruker I’'Hopitals regel

€% + 12 [OO]H . e+ 2x [oo} H .. er+2 . 2
1 = = lim

lim = im
z—o0 T + 00 z—oo T + 1

Del 2. (11.00-13.00).

OPDDEAVE 6 . .ottt e (6%)
Sett opp integralet for lengden av kurven f(x) = %x5/2 mellom z =0 og x = 1.

Bruk Simpson’s formel til & finne tilngerminga Sy for lengden. (Dvs. bruk 4 delintervall.)

Losning. f'(z) = 232%% = 23/2, s ds = \/1+ (f'(z))%dz = V1 + 23dz. Integralet for
buelengden blir

1
3:/ V1+ 23 dx.
0

Simpsons metode 4 delintervall gir punktene g = 0, 1 = 1/4, xo = 1/2, x3 = 3/4 og
rg=1logh=130=1

4 4
h
s 7 S1= g (yo + 4y + 2y2 + dys + ya)
1 1 1 3
-5 <\/1+03+4\/1+(4)3+2\/1+(2)3+4\/1+(4)3+\/1+13>
1
= ﬁ(1 +4-1.0078 +2-1.0607 + 4 - 1.1924 + 1.4121) = 1.1114.
O
D DGAVE T .o ettt et e e et e e e (5%)

En kurve er gitt ved 3?(1 + 2x) = 1. Bruk implisitt derivasjon til & finne et uttrykk for 7'.

Finn sa et uttrykk for linja som tangerer kurven i punktet (0, 1).

Logsning. Deriverer begge sider

d

2 ! 2
— 1422)) =2 142 2)=0=—(1).
S+ 20) = 295/ (14 22) +2(2) =0 = = (1)
Det gir
29y’ (1 + 2x) = —2y2
S& )
/ —2y -y

Y T oylt20)  1+2z

Alternativt: Del vekk (1 + 2z) pa begge sider. Skriv y? = (1 4 22)~! og deriver begge
sider

1 1 —y
2yy = 7(1+2x)_2-2:>yy’: 7(1+293)_2 =9 = = =
(I+22)%  (1+2x)5y 1+22
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Setter inn x = 0 og y = 1 i den deriverte og far stigningstall

-1
oy~ 1%2.0

a:y'|

Ettpunktsformelen gir tangentlinja

y=yo+alr—x9)=1—-1(x—-0)=1—=x.

O
ODDEAVE 8 ..ottt e e (5%)
Finn Taylorpolynomet av grad 2, Py(x), for f(x) = 14%2 med senter i a = 0.
Losning. Vi finner f(x) = (x +1)71, f'(z) = —(z+ 1) 2 og f"(z) = 2(x + 1)73.
Setter inn x = 0. f(0) =1, f/(0) = —1 og f”(0) = 2. Det gir Taylor polynomet
1" O 2
Py(z) = f(0) + f(0)(x — 0) + ]82(')(:1: —0)2=1-2+ 5952 =1-2+2°%
(]
DD AVE O o ettt (12%)

Grafene til funksjonene f(z) = x og g(x) = 2® avgrenser et flatestykke F i fgrste kvadrant
med areal A.

(a) Finn arealet A.
(b) Finn tyngdepunktet i flatestykket F'.

3

Losning. Fra x = x° ser vi at grafene skjeerer hverandre i z = 0 og x = 1 i fgrste kvadrant.

(Ogsaiz=—1..)

(a) Finner arealet

1 1 1,0 1 1 1
A:/x—x?)d:v:{aﬁ—mﬂ =-———-——-04+0=-.
0 2 4

(b) Finner moment om y-aksen

! ! 1 10 11 5-3 2
Moo = ) do = | 2—4d_[3—5]__—0 0=2"3_2
=0 /Ox(m x°) dx Oac x* dx 3% 5% 375 + T 5
og moment om z-aksen
M 1/1()2 (¢%)? d 1/ 2 _4b4d 1{13 17}1
=0 = = )" —(x T = - r—x’dr=<-|-z°— -z
=072 o 2 Jo 2 13° T 7,
1 /71 1 1/7-3 2
2(3_7_0+O> 2<21> 21
Vi har m = A fra punkt (a). Sa
__Mx:O T25 8 __My:[)_%_g
S S T A ]
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OPPZAVE 10 . . oottt et (12%)
Lgs differensiallikningene

(a) ¥" =3y +2y =0.
(b) ¥ +4y = 2>,

Losning. (a) Karakteristisk likning 72 —3r+42 = 0. Fra abc-formelen far vi r; = 2 og o = 1:

3+v32—-4-2 3+1
T = =
2 2

Vi er i tilfelle I med generell lgsning

y(x) = Ae** + Be®.

(b) Ikke-homogen likning. Karakteristisk likning 72 + 4 = 0. Lgsninger 2 = —4, sd
r =++—4 = £2i. Vi er tilfelle III med k = 0 og w = 2. Homogen lgsning.

yn(z) = Acos 2z + Bsin2z.

Siden hgyre-sida f(z) = 2% er andre-grad polynom gjetter vi y,(z) = Cox? + Ciz + Cy.
Deriverer og setter inn y,(z) = 2Cox + C1 og y, (x) = 2Cs.

y]/; + 4yp =205 + 4(02.%'2 + Cix + Co) = .7}2.

M4 ha 4C» = 1, 4C; = 0 og 2C, +4Cy = 0. Da blir C» = 1 og Cp = —2C = —4, s
x2 1

Yp(w) = 173
Generell lgsning

2
1
y(x) = yp(x) + yp(x) = Acos2z + Bsin 2z + % -3
U
OPDPEAVE Ll .o (10%)
Ei differensiallikning er gitt ved
v =y*(1+22)
med startbetingelse y(—1) = 1.
(a) Finn en tilnsermet verdi for y(0) ved Euler’s metode med steglengde h = 0.5.
(b) Finn lgsningen y(x) eksakt og regn ut y(0).
Losning. (a) Euler’s metode. Oppgitt xg = —1, yo = 1 og h = 0.5.
Tn ‘ Yn ‘ f(@n; yn) ‘ Ynt+1 = Yn + hf(Tn, yn)
-1 1 1°(1-2) = -1 1+0.5(-1)=0.5
-05 | 05 | 05%(1—-1)=0 0.540.5(0) = 0.5
0 0.5
Fra Euler’s metode far vi altsa x9p = —1, x1 = —0.5 og zo = 0 med tilhgrende y-verdier

yo=1,y1=0.5 0g y2 = 0.5.
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(b) Separabel likning. % = y?(1 + 22) blir til
1
/—2dy:/1+2xd:c.
Yy

1
—~=z+2°+C.
y

Integrerer begge sider og far

Snur brgkene og far

For at y(—1) =1 ma vi ha

—1 1
—1) = ——— =1
v =G oere T @
sa C'=—1 og
() —1 1
xTr) = =
J r+22-1 1—2— a2
Det gir
1
0) = =1



