Matematikk frd Rgynda
Kostnad, inntekt og likningar

Hans Georg Schaathun

28. oktober 2019






Innhald

[Table of Contentsl ii
[1 Linear kostnad og inntekt| 1
[1.1 Todimensjonal graf| . . . . . . . .. ... .. o 1
1.2 Likning1iémnukjend . ... .. ... ... ... L 4
[1.3  Profitttunksjonen| . . . . . . . ... oo o 7
[1.4  Grense- og gjennomsnittskostnad| . . . . . ... ..o 00000 8
[1.5  Lina gjennom to punkt|. . . . . . . ... o oo oo 10
[1.6  Variabel pris| . . . . . . .. 13
[L.L7 Vidare lesing| . . . . . . . . . . 16

[2 Kvadratiske kostnadsfunksjonar| 17
[2.1 Introduksjon| . . . . . ... 17
2.2  Balanse: den kvadratiske likningal . . . . . ... ... ... 0000 L. 19
[2.3 Balanse og overskot: ulikskapen| . . . . . . ... oo o000 22
24 Om 3 skytamed kanon|. . . . . . . . ... Lo 24
2.5 Vidare lesing| . . . . . . .. 26

I3 Grensekostnad 27
[3.1 Stigningstal og grensekostnaden| . . . . . .. ... o000 L 27
3.2  Den deriverte som ein tunksjon| . . . . . . ... . Lo 32
3.3 Topp- og botnpunkt| . . . . . ... ... o 34
3.4 Derivasjon| . . . . . . . .. e 36
3.5  Om fiskeforvalting| . . . . . . ... ... ... 38
3.6 Vidarelesing| . . . . . . . .. L 39

[4  Modellering| 41
4.1 To nullpunkt| . . . . .. . . . . 41
4.2 Fleire nullpunkt|. . . . . . . . ..o o oo o 42

[5 Derivasjonsreglane| 43
BI _TFasitl . . . . oottt 44
5.1.1 Lgysing 5.1 . . . . . . . . L e 44

6.1.2 Lgysing[5.2] . . . . . . . . . e 44

[6.1.3 Lgysing[5.3] . . . . . . . . . e 44

b.1.4 Lgysing[b.3] . . . . . . . ... 45

iii



Innhald

[6  Funksjonsdrgfting
6.1 Andregradsfunksjonar| . . . . ... ... oL o oL
6.2 Tredjegradstunksjonar| . . . . . . . ... .. oo
6.3  Polynom pa faktorisert form|. . . . . . . . ... oo 0oL
6.4 Vidarelesing| . . . . . . . ..
[z_Den andrederivertel
[7.1 Den deriverte av hggare orden|. . . . . . . . . . . ... .. L.
7.2 Krumming|. . . . . . . . . . e e
[7.3 Vendepunktet| . . . . . . . ..o
[7.4 Vendetangenten|. . . . . . . . .. . . .. o
[7.5 Vidarelesing| . . . . . . . . . .
[8 Kostnadsoptimum|
8.1 Utan faste kostnaderl . . . . . . .. . . . . ...
8.2 Den linezere kostnadstunksjonen|. . . . . . ... ... ... o000 L.
8.3 Kostnadsoptimum| . . . . .. ... ..
8.4 Grensekostnaden 1 optimum| . . . . ... ... oL
8.5 Vidarelesing| . . . . . . . ...
[9 Eksamenstips|
9.1  Generell instruksjon| . . . . . ... Lo Lo oo
9.2 Tema 1: Finansmatematikkl . . . . . ... ... ... ... ... ... ..
9.3 Tema 2: Kostnads- og inntektstunksjonar|. . . . . . . . ... ... ... ..
9.4 Tema 3: Funksjonsdrgtting|. . . . . . . . . ... . ... L.
[Index|

v

47
47
49
53
55

57
57
59
62
64
65

67
67
68
70
73
74

75
75
75
78
80

85



1 Linear kostnad og inntekt

Til gvingstimen 1 (25. september 2019). I dag bgr alle koma gjennom avsnitt 1.1-1.3
nedanfor.
Dei som har tid til meir, kan gjera
e Lareboka, oppgave 1.38
o Lareboka, oppgave 2.7
e Lareboka, oppgave 2.12-13
Til gvingstimen 2 (30. september 2019). I dag bgr alle koma gjennom avsnitt 1.4-1.5
nedanfor.
Dei som har tid til meir, kan gjera
e Lareboka, oppgave 2.19-21
e Lareboka, oppgave 2.9-11

e evt. lerebokoppgavene fra 25. september

e evt. fleire oppgaver fra kapittel 2.4 i boka.

1.1 Todimensjonal graf

Ovingsoppgave 1.1. Piddien sel strikkevantar. Han tener 100 kroner pa kvart par han
sel. Kor mykje tener han nar han sel ti par?

Eksempeloppgéve 1.2. Alesund Dings og Profitt AS sel dingsar. Dei har rekna p&
kostnadene ved ulike produksjonsvolum, og kome fram til fylgjande. Produksjon av 100
dingsar: kr. 2000; 200 dingsar: kr. 3000; 400 dingsar: kr. 5000; 600 dingsar: kr. 6500.
Visualiser samanhengen mellom produksjonsvolum og kostnad i eit plott.

Lgysing 1.1.
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Ovingsoppgave 1.3 (fortsetjing av forrige oppgave). Alesund Dings og Profitt AS har
rekna ut ytterlegare eit par kostnadsdgme. Produksjon av 300 dingsar: kr. 4000 og pro-
duksjon av 700 dingsar: kr. 6400. Legg til desse to datapunkta i lgysinga fra forrige

oppgave.

Eksempeloppgave 1.4. Piddien sel strikkevantar. Han tener 100 kroner p& kvart par
han sel. Kor mykje tener han n&r han sel x par vantar?

1. Skriv ned ein funksjon som gjev inntekten for x par solgte vantar.
2. Nlustrer samanhengen mellom x og samanlagd inntekt grafisk.

Lgysing 1.2. Piddien tener 100 kroner per par. Nar han sel = par, tener han 100 - z.
kroner Som ein funksjon kan me skriva

I(z) =100 - z,

der I(x) er inntekta gjeve at han sel x par.
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Ovingsoppgave 1.5. Alesund Dings og Profitt AS sel dingsar. Utsalsprisen er 25 kroner
per dings.
1. Skriv ned ein funksjon som gjev bruttoinntekta (dvs. fgr utgiftene er trekt fra) nar
dei sel = dingsar.

2. INlustrer samanhengen mellom x og inntekta grafisk.

Eksempeloppgave 1.6. Lat oss studera produksjonskostnaden hos Alesund Dings og
Profitt AS. Dei har faste kostnader pa 1000 kroner; dvs. 1000 kr. som dei ma betala
uansett kor mange dingsar dei produserer. I tillegg kostar det 10 kroner for kvar dings
som vert produsert.

1. Skriv ned ein funksjon som gjev kostnadene ved produksjon av x dingsar.

2. INlustrer samanhengen mellom x og kostnadene grafisk.

Lgysing 1.3. Dette er eit modelleringsproblem der modellen er kostnadsfunksjonen som
skildrar kostnadene som bedrifta har.

Me har to typar kostnader. Dei betaler 10 kr per dings og produserer x dingsar. Det
vert totalt 10x kr i wariable kostnader. Dei andre kostnadene er faste, eller konstante, pa
1000 kr. Dei samla kostnadene er summen av alle typar kostnader, altso 1000 + 10zx.

Lat oss kalla funksjonen for K (z), berre for & ha eit namn. D& skriv me

K(x) =1000 + 10z.

Det er svaret pa del 1.



1 Linear kostnad og inntekt

5000 1

oon -+

o> 1

Jo0r 0+

7006

L ] L 1 1 !

50 Joo 2606 oo

Ovingsoppgave 1.7. Skreddar Skir lever av & selja handsydde dressar. Han bruker
225000 kroner i aret pa faste utgifter til verkstaden (husleige og utstyr). Til kvar dress
treng han og 2000 kroner i materialar. Set opp ein kostnadsfunksjon for skreddaren og
plott funksjonen i eit rutenett.

Merknad 1.1. Legg merke til samanhengen mellom ein funksjon og ein graf. Me kan
finna det produksjonsvolumet som me ynskjer pd z-aksen (horisontalaksen), og lesa av
kor mykje produksjonen kostar pa y-aksen (vertikalaksen). D3 er det kostnadsfunksjon
som me les av.

Me kan og lesa den inverse funksjonen av det same plottet. Tenk deg at me veit kva
me har rid til & betala i produksjonskostnad. Denne kostnaden kan me finna pa y-aksen,
og vha. kurva finn me kva produksjonsvolum me kan makta pa z-aksen.

1.2 Likning i éin ukjend

Eksempeloppgave 1.8. Lat oss studera gkonomien i det lokale bryggeriet. Prisen dei far
fra serveringsstadene er 22 kroner per liter gl, som gjev inntektsfunksjonen I(z) = 22z.
Dei har 10000 kroner i faste kostnader, og 7 kroner per liter i variable kostader. Dvs. at
kostnadsfunksjonen er K (x) = 10000 + 7.

1. Plott K(s) og I(x) i same koordinatsystem.
2. Basert pa plottet, omtrent kor mange liter gl mé bryggeriet selja for & gé i balanse.

Lgysing 1.4.
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Der linene kryssar, er inntekta like stor som kostnaden, og bryggeriet gar i balanse.
Me ser ikkje eksakt pa literen kvar det skjer, men me ser at det skjer i ruta mellom 625
liter og 6773 liter. Lat oss seia cirka 650 liter.

Merknad 1.2. I oppgéave skal me sja at eksakt svar er 666% liter, men so ngyaktig
klarer me ikkje & sja pa eit handteikna plott p& so grovt rutenett.

Ovingsoppgave 1.9. Sandtaket pd Mo sel sand for 600 kr tonnet, slik at dei har inn-
tektsfunksjonen I(z) = 600-x. Kostnaden for & produsera eit tonn sand er 300 kr, i tillegg
til faste kostnader pa 100000 kr. Dvs. at kostnadsfunksjonen er K (x) = 100 000 + 300z.

1. Plott K(s) og I(x) i same koordinatsystem.

2. Basert pa plottet, omtrent kor mange tonn sand mi sandtaket selja for & g i
balanse?

Ovingsoppgave 1.10. Lasses bensinstasjon sel bensinen for 16 kr literen. Bensinen
kostar 8 kr i innkjep. I tillegg kostar det 32 000 kr & halda bensinstasjonen i drift.

1. Sett opp ein inntektsfunksjon I(x) for Lasse.

2. Sett opp ein kostnadsfunksjon K (z) for Lasse.

3. Plott K(s) og I(x) i same koordinatsystem.

4. Basert pa plottet, omtrent kor mange liter bensin ma Lasse selja for & ga i balanse?

Eksempeloppgave 1.11. Lat oss ga tilbake til bryggeriet i oppgave Finn eksakt
produksjonsvolum z som gjev balanse mellom inntektene gjeve som I(x) = 22z og kost-
nadene gjeve som K (z) = 10000 + 7z.
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Lgysing 1.5. Balanse vil seia at kostnadene er lik inntektene, mao.

I(z) = K(2), (1.1)
222 = 10000 + 7z. (1.2)

Dei to sidene i likninga er like. Om me gjer same operasjon pa bée sider, er dei stadig
like. Malet no er & bli kvitt x-en pd den eine sida, so me trekk frd 7z; slik:

22z — 7z = 10000 + Tz — Tz, (1.3)
15z = 10000.

No har me eit uttrykk for 152, men me vil ha eit uttrykk for ein x. D4 m& ma me dela
pa 15, slik:
10000
=

- , 1.
= = 606,67 (1.5)

Bryggeriet méa altso produsera 666,67 liter ¢l for & ga i balanse.

Ovingsoppgave 1.12. Lat oss sja igjen pd Sandtaket pd Mo frd oppgéve Inn-
tektsfunksjonen er I(x) = 600 - x og kostnadsfunksjonen K (z) = 100000 + 300z. Finn
produksjonsvolument x som gjev balanse i drifta.

Ovingsoppgave 1.13. G4 tilbake til Lasses bensinstasjon i oppgave Bruk inn-
tektsfunksjonen og kostnadsfunksjonen som du fann, og finn ut kor mykje bensin Lasse
mé selja far & ga i balanse.

Eksempeloppgave 1.14. Hilde gar pa sirkus saman med to nevgar. Hilde betaler vak-
senbillett, medan nevgane far barnebillett. Barnebilletten kostar to tredjedelar av vak-
senbilletten. Til saman betaler dei 420 kroner. Kor mykje kostar vaksenbilletten?

Lgysing 1.6. Her ma me setja opp ein modell over billettprisane. Dette kan gjerast pa
litt ulike matar, avhengig av kor mykje ein gjer i hodet og kva ein helst vil ha skrive ned.

Lat x vera prisen pa vaksenbilletten. Det er talet som me vert spurde om. Me kan la
prisen pd barnebilletten vera y. Totalprisen kan me d& skriva som x + 2y kroner. Me har
Og fatt vita at totalprisen er 420 kroner. Dette gjev ei likning:

420 = x + 2y.

Likninga har to ukjende, men ho er lett & forenkla. Oppgéava seier at barnebilletten er
to tredjedelar av vaksenbilletten. Matematisk kan me skriva

2
Y= ="

3

No kan me byta ut prisen y i den fyrste likninga:

2



1.3 Profittfunksjonen

og da har likninga berre éin ukjend. Me kan verta kvitt brgken ved & gonga gjennom
med nemnaren:

3:420=3-z+3-2 -z,

W N

eller
1260=3-x+4 -z = "Tx.

Ein z er ein sjuandedel av 7x, so me kan skriva

Vaksenbilletten kostar altso 180 kroner.

Ovingsoppgave 1.15. Mor, far og tre born tek bussen. Dei betaler 140 kroner totalt.
Barnebilletten kostar halvparten av vaksenbilletten. Kor mykje kostar ein vaksenbillett?

Ovingsoppgave 1.16. Harry kjgper to liter mjolk og atte liter gl. Mjglka kostar 18
kroner literen og han betaler 630 kroner totalt. Kor mykje kostar glet per liter?

Ovingsoppgéave 1.17. Line blandar saft i forholdet 1:4, dvs. fire gongar so mykje vatn
som saft. Ho far &tte desiliter ferdig saft. Kor mykje konsentrert saft har ho brukt?

1.3 Profittfunksjonen

Eksempeloppgéave 1.18. Me skal sja litt meir pa bryggeriet fra oppgave Inntekts-
funksjonen er I(z) = 22z, og kostnadsfunksjonen K (x) = 10000 + 7z.

1. Finn ein funksjon som fortel kor mykje bryggeriet tener (profitten) nar dei produ-
serer og sel x liter gl.

2. Plott funksjonen og samanlikn han med lgysinga fra oppgave [L.§

Lgysing 1.7. Profitten er differansen mellom inntekt og kostnad, altso

Sidan kostnaden og inntekta er funksjonar av produksjonsvolumet x, so m& profitten
P(x) og vera det.
Om me set inn, far me

P(z) = 22z — (10000 + 7x) = 15z — 10 000.

Grafisk ser det slik ut:
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Her har me plotta i same diagram som kostnads- og inntektsfunksjonen, for & kunna
samanlikna. Me kan dobbelsjekka at den vertikale avstanden mellom inntekt og kostnad
er lik avstanden mellom profitt og null (dvs. x-aksen).

Ovingsoppgave 1.19. Lat oss ga tilbake til sandtaket pd Mo i oppgave Inntekts-
funksjonen er /(z) = 600 - x og kostnadsfunksjonen K (z) = 100000 + 300x.

1. Finn ein funksjon som fortel kor mykje sandtaket tener (profitten) nir dei produ-
serer og sel x tonn sand.

2. Plott funksjonen og samanlikn han med lgysinga fra oppgave [L.9

Merknad 1.3. Funksjonen som me fann i oppgéva over vert gjerne kalla profittfunksjo-
nen.

Definisjon 1.1 (Linezr funksjon). Alle funksjonane som me har studert so langt har
formen f(x) = a-x + b og nar me plottar dei, far me ei rett line. Difor kallar me slike
funksjonar linezere.

Definisjon 1.2 (Lineer likning). Nar me krev at to funksjonuttrykk skal vera like, f.eks.
for & finna balansen mellom kostnad og inntekt, fAr me ei likning, t.d.

K(z) = I(x).

Néar bae sidene i likninga er linezere funksjonar, so seier me at det er ei lineer likning.

1.4 Grense- og gjennomsnittskostnad

Eksempeloppgéave 1.20. Det lokale bryggeriet har kostnadsfunksjonen K () = 10 000+
7z, der x er produksjonsvolumet i liter gl. Kor mykje kostar det & auka produksjonen
med ein liter?



1.4 Grense- og gjennomsnittskostnad

Lgysing 1.8 (Enkelt og greitt). Me kan lesa kostnadsfunksjonen som 10000 kroner i
faste kostnader og sju kroner per liter i variable kostnader. Den einaste endringa nar me
aukar produksjonen er i dei variable kostnadene p& sju kroner per liter. Nar me aukar
produksjonen med ein liter, kostar det altso sju kroner meir.

Lgysing 1.9 (Litt omstendeleg). Nar kostnadsfunksjonen vert meir komplisert, er ein
ofte ngydd til & bruka ein meir abstrakt metode. Lat oss seia at produksjonen aukar fra
x liter til x 4 1 liter. Kostnaden aukar da frd K (z) til K(x + 1), og endringa er

AK = K(z+1) — K(z) = [10000 + 7(z 4+ 1)] — [10000 + 7z].
Nar me lgyser opp parentesene far me
AK =10000+ 7(z +1) — 10000 = Tz =Tx +7— Tz =T.
Kostnaden aukar altso med sju kroner.

Ovingsoppgéave 1.21. Sandtaket p& Mo har kostnadsfunksjonen K (z) = 100 000+300z,
der z er produksjonsvolumet i tonn sand. Kor mykje kostar det & auka produksjonen med
eitt tonn?

Definisjon 1.3. Lat f(x) = a-x + b vera ein linezr funksjon. Koeffisienten a vert kalla
stigningstalet, og b er konstandleddet.

Merknad 1.4. Stigningstalet a i ein linezer kostnadsfunksjon K (z) = ax + b vert kalla
grensekostnaden. Me skal koma tilbake til dette omgrepet og definera grensekostnad for
kostnadsfunksjonar som ikkje treng vera linezere.

Ovingsoppgave 1.22. Ei bedrift har kostnadsfunksjonen K(x) = ax + b. Kor mykje
ekstra kostar det & auka produksjonen med éi eining?

Eksempeloppgéave 1.23. Det lokale bryggeriet har kostnadsfunksjonen K (x) = 10000+
Tz, der x er produksjonsvolumet i liter gl. Dei produserer 2000 liter ¢l. Kor mykje kostar
det, i gjennomsnitt, & produsera ein liter gl?

Lgysing 1.10. Totalkostnaden ved produksjon av 2000 liter er
K (z = 2000) = 10000 + 7 - 2000 = 24 000.

Gjennomsnittleg kostnad per liter vert da

K(z =2000) 24000 1o
2000 2000

Ein liter ¢l kostar altso 12 kroner & produsera i gjennomsnitt.

Merknad 1.5. Kostnaden per liter som me rekna ut ovanfor, vert gjerne kalla gjennom-
snittskostnaden eller einingskostnaden.
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Ovingsoppgéave 1.24. Det lokale bryggeriet har kostnadsfunksjonen K () = 10000+7x,
der x er produksjonsvolumet i liter gl. Dei produserer 3000 liter gl. Kor mykje kostar det,
i gjennomsnitt, & produsera ein liter gl?

Ovingsoppgave 1.25. Det lokale bryggeriet har kostnadsfunksjonen K (z) = 10000+7x,
der x er produksjonsvolumet i liter ¢l. Dei produserer 1000 liter gl.

1. Tenk over for du reknar: Vert gjennomsnittskostnaden hggare eller lagare enn i
forrige oppgéve der produksjonen var 3000 liter?

2. Finn gjennomsnittskostnaden.

1.5 Lina gjennom to punkt

Eksempeloppgave 1.26. Hansens slakteri slakta 12.000 sauar i 2017. Dette gav totale
produksjonskostnader p4 atte millionar kroner. Dei estimerer at den variable kostnaden
per sau levert fra slakteriet er 500 kroner, og gar ut fra at kostnadsfunksjonen er linezer.
Teikn kostnadsfunksjonen i eit rutenett.

Lgysing 1.11. Me kjenner eit punkt i plottet, kostnaden pa 8 mill. kr. for 12 000 sauar.
Det er det fyrste punktet me plottar.

Dersom me aukar produksjonen med 1000 sauar til 500 kroner per stykk, aukar kost-
naden med ein halv million. Denne endringa kan me teikna som eit kort linestykke.
Likeeins, dersom ein reduserer produksjonen med 1000 sauar, gir kostnaden ned med ein
halv million.

2600 | 4000 | Gooo | Joed | 1poos | 1000 Ko hpg, | SemEA

Sidan ekstrakostnaden per sau er konstant, kan me forlengja lina med konstant stig-
ningstal.

Merknad 1.6. Legg merke til at arstalet 2017 er irrelevant for lgysinga. Det speler inga

rolle nar slakteriet observerte produksjonskostnaden. Den typen «stgy» i oppgéveteksta

mé ein gva seg til & handtera, fordi slik stgy og overflgdig informasjon er ein del av livet.
Her er ein video til ettertanke: https://www.youtube.com/watch?v=kibaFBgaPx4.

10
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1.5 Lina gjennom to punkt

Ovingsoppgave 1.27. Kari er konditor og sel kaker. Kvar kake kostar 60 kroner i ravarer.
I januar produserte Kari 400 kaker og hadde samla kostnader pa 38 000 nar husleige, lgn
til leerlingen og alt anna er medrekna. Teikn kostnadsfunksjonen i eit rutenett.

Eksempeloppgave 1.28. Hansens slakteri slakta 12.000 sauar i 2017. Dette gav totale
produksjonskostnader pd atte millionar kroner. Dei estimerer at dei variable kostnaden
per sau levert fra slakteriet er 500 kroner, og gar ut fra at kostnadsfunksjonen er linezer.
Finn eit uttrykk for kostnadsfunksjonen.

Lgysing 1.12 (Faste og variable kostnader). Her er det mange opplysingar, so me m4
strukturera dei litt. Det er fornuftig & starta med ein matematisk form for svaret som me
skal fram til, altso ein lineszer kostnadsfunksjon, som ser slik ut:

K(z) = azx +b.

Her er a den variable kostnaden per sau, og b er dei faste kostnadene. Lat oss seia at a
og b er malte i kroner.

Dei variable kostnadene er gjevne i oppgava som a = 500. Den faste kostnaden b er
ukjend, men me veit at kostaden for 12.000 sauar kan skrivast som

K(xz =12000) = 500 - 12000 + b = 8 000 000.
DA ser me at dei variable kostnadene for 12.000 sauar er
500 - 12000 = 6 000 000.

Sidan dei totale kostnadene er atte millionar, ma dei fast kostnadene vera to millionar,
og me kan skriva
K (x) =500 - = + 2000 000.

Ovingsoppgéave 1.29. Kari er konditor og sel kaker. Kvar kake kostar 60 kroner i ravarer.
I januar produserte Kari 400 kaker og hadde samla kostnader pa 38 000 nar husleige, lgn
til leerlingen og alt anna er medrekna. Finn eit uttrykk for kostnadsfunksjonen.

Eksempeloppgave 1.30. Dingsemakaren har erfart at produksjonskostnadene er 20.000
kroner i ein manad der han produserer 200 dingsar. Nar han produserer 300 dingsar per
ménad, er produksjonskostnadene 25.000 kroner. Me gar ut fra at kostnadsfunksjonen er
linezer. Kva er dei variable kostnadene per dings?

Lgysing 1.13. Me skal finna dei variable kostnadene. D4 kan me ta utgangspunkt i
variasjonen mellom dei to produksjonsvoluma som er kjende.

Volum Kostnad
Andre fall 300 25.000
Fyrste fall 200 20.000
Skilnad 100 5.000
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1 Linear kostnad og inntekt

Ei auke pa 100 dingsar kostar altso 5000 kroner, eller 50 kroner per dings.

Ovingsoppgave 1.31. Skomakar Hagen kan produsera 25 par sko pd ein ménad til ein
samla kostnad pa 16.000 kroner. Han kan klara 30 par sko til ein kostnad p& 18.000
kroner. Me gér ut frd at kostnadsfunksjonen er linezr. Kva er dei variable kostnadene
per skopar?

Eksempeloppgave 1.32. Dingsemakaren har erfart at produksjonskostnadene er 20.000
kroner i ein manad der han produserer 200 dingsar. Nar han produserer 300 dingsar per
ménad, er produksjonskostnadene 25.000 kroner.

1. Plott dei to kostnadsdgma i eit koordinatsystem, og teikn ei rett line gjennom
punkta.

2. Finn ein linezr kostnadsfunksjon som passar med kostnadsdgma.

3. Me kan lesa lina i plottet som ein funksjon. Samanlikn han med kostnadsfunksjonen
i pkt. 2. Er det same funksjon?

Lgysing 1.14. Plottet er rett fram & teikna:

24000 4

r + : ; :
/00 200 300

Me ser at kostnaden aukar med 5000 kroner nar produksjonen aukar med 100 dingsar.
Det gjev ei auke pa 50 kroner/dings. Dette er den variable kostnaden, eller stigningstalet
pa funksjonen, og kostnadsfunksjonen mé altso vera K (z) = 50z + b for ein eller annan
faste kostnad b.

For 200 dingsar utgjer dei variable kostnadene 200 - 50 = 10000 kroner, utav 20000
kroner i totale kostnader. Dvs. at dei faste kostnadene ma vera 10000 kroner. Kostnads-
funksjonen er d&

K (x) = 502 4 10000.

I plottet ser me at lina kryssar y-aksen ved 10000 kroner. Det er kostnaden ved nullpro-
duksjon som me ser stemmer med konstantleddet i K (x). Me kan 0g sja at stigningstalet
er 50, eller 5000 kroner per 100 dingsar, bade i plottet og i funksjonsuttrykket.

Figuren er eit plott av K (x).

12



1.6 Variabel pris

Ovingsoppgave 1.33. Skomakar Hagen kan produsera 25 par sko pé ein ménad til ein
samla kostnad pa 16.000 kroner. Han kan klara 30 par sko til ein kostnad pa 18.000
kroner

1. Plott dei to kostnadsdgma i eit koordinatsystem, og teikn ei rett line gjennom
punkta.

2. Finn ein linezr kostnadsfunksjon som passar med kostnadsdgma.

3. Me kan lesa lina i plottet som ein funksjon. Samanlikn han med kostnadsfunksjon
i pkt. 2. Er det same funksjon?

Ovingsoppgave 1.34 (Abstrakt). Ei line gir gjennom punkta (0,1) og (2,3) i eit ko-
ordinatsystem. Finn ein funksjon som beskriv lina.

1.6 Variabel pris

Eksempeloppgéave 1.35. Me skal atter gi attende til bryggeriet frd oppgave der
me fann profittfunksjonen

P(x)=22-2—10000 — 7 - z.
Lat oss no tenkja oss at prisen kan variera. Lat oss skriva p for prisen i staden for 7, dvs.
P(x)=p-x—10000—T7 - z.

Gjeve at bryggeriet gar eksakt i balanse, skriv prisen p som dei ma krevja for glet som
ein funksjon av volumet x.

Lgysing 1.15. Me skal fram til eit uttrykk for p. Foresetnaden om at bryggeriet gar
eksakt i balanse svarer til likninga P(z) = 0, eller mao.

O0=p-2—10000 -7 .

Denne likninga kan me lgysa for p, pd vanleg méte, sjglv om x vert stdande att som ein
ukjend. Me ma flytta over det eine leddet med p, og fa

p-xz=1000047- x.

No kan me dela med x pa bée sider,

10000 7-x 10000
p= + =7+ :
xT xT xT

Me ser no korleis p avheng av x. For 4 understreka at dette, kan me skriva p med
funksjonsnotasjon som p(z). Prisfunksjonen er altso

10000

nar bryggeriet gar i balanse.

13



1 Linear kostnad og inntekt

Ovingsoppgave 1.36. Lat oss ga tilbake til sandtaket p4& Mo i oppgave Kost-
nadsfunksjonen er K(z) = 100000 + 300z. Inntektsfunksjonen hadde me funne som
I(x) = 600z, men lat oss no tenkja at prisen p er variabel, og ikkje konstant lik 600. D&
er inntektsfunksjonen /(z) = p - x, og profittfunksjonen P(z) = p -z — 100000 — 300 - z.
Kva pris mé sandtaket krevja for & ga i balanse? Skriv prisen som ein funksjon p(z) av
produksjonsvolumet.

Eksempeloppgave 1.37. I oppgive fann me ein prisfunksjon. I praksis er prisen
normalt bestemt av marknaden, og bedrifta méa tilpassa produksjonen til prisniviet.
Profittfunksjonen er stadig

P(z)=p-x—10000 -7 - x.

Finn ein produksjonsfunksjon x(p) som seier kor mykje bryggeriet kan produsera for eit
gjeve prisniva p, medan drifta gar i balanse.

Lgysing 1.16. Utgangspunktet, om balanse i drifta, gjev likninga
0=p-2—10000 —7-z.

I oppgave lgyste me for p. No skal me ha eit uttrykk for x, og d& ma me lgysa for z.
Lat oss dra saman alle ledd med z:

0=(p—T7)-x—10000,
og flytta over konstandleddet:
10000 = (p—17) - .

Néar me no deler pa p — 7, far me eit uttrykk for x:

10000 -
p—T7
Produksjonsfunksjonen er altso
2(p) = 10000
p)= p—7

nar bryggeriet gar i balanse.

Ovingsoppgave 1.38. I oppgave[L.36]fann me ein prisfunksjon. No ynskjer sandtaket &
finna ut korleis dei skal tilpassa produksjonen til prisniviet som er sett av marknaden. Dei
vil altso finna ein produksjonsfunksjon z(p) som seier kor mykje sand dei skal produsera
dersom dei kan selja han for ein pris p. Ta utgangspunkt i profittfunksjonen

P(x) =p-x—100000 — 300 - =

og finn z(p) slik at P(x) = 0.

14



1.6 Variabel pris

Eksempeloppgave 1.39. Ta pris- og produksjonsfunksjonane fra oppgave og

10000
pa) =7+, (16)
10000
= . ]_.7
wp) = (17)

Plott bae funksjonane.

Lgysing 1.17. Legg merke til at = og x(p) er produksjonsvolum i liter, medan p og
p(z) er pris i liter. Vanlegvis vil me ha funksjonsverdiane x(p) og p(x) pa y-aksen og
argumenta p og x pd z-aksen. D& kan me ikkje plotta funksjonane i same diagram.

Korkje p(z) eller z(p) er linezre funksjonar, fordi variabelen (hhv. z og p) star under
brgkstreken. D4 mé me rekna ut litt meir enn to punkt for & teikna godt.

P z(p)
0 —1428,57 . p(z)
2 —2000,00 1 10007,00

5  —5000,0
750 20,33

6 —10000,0
1250 15,00

8  10000,0
2500 11,00

9 5000,0
5000 9,00
10 3333,33 10000 2.00

15 1250,00 ’
20 769,23

Me kan plotta punkta og dra ei kurve gjennom dei pé frihand.

20 --\!

$oon T

N A A

A\

;ma- \» . \

\ /o1 T

N EENEE
Yoo \C Lol L]
loso > \LQ s

’&_
r 10 /5 20 T hoh | 4bod | Gaop || Goop || Joced

Ovingsoppgave 1.40. Ta pris- og produksjonsfunksjonane som du fann i oppgéve [1.36]
og og plott dei i eit rutenett.

Merknad 1.7. Me har funne to funksjonar p(z) (oppgave [1.35)) og 2(p) (oppgéve [1.37).
Dei to er inverse funksjonar. Den eine reknar fré pris til produksjonsvolum, og den andre
reknar tilbake.
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1 Linear kostnad og inntekt

Merknad 1.8. Dei to funksjonane

10000
pa)=22- ==, (18)
10000
= 1.
#(0) = 35— (L9)

er dgme pa rasjonale funksjonar. Det ser fordi variabelen (hhv. = og p dukkar opp under
brgkstreken).

Kravet til ein rasjonal funksjon er at han kan skrivast som ein brgk med polynom over
og under streken. Dette ser me umiddelbart for z(p), medan p(z) kan skrivast om som
ein brgk for & tydleggjera det:

10000 22z — 10000

—929
p(x) . .

1.7 Vidare lesing
Det kan vera nyttig & lesa fleire vinklingar pa stoffet.
Lesing: Bjgrnestad et al, kapittel 1.12, 1.13, 1.17 (likningar), kapittel 2.1, 2.3-2.4 (graf

og funksjonar).
Merk at kapittel 2.2 er berre for spesielt interesserte.
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2 Kvadratiske kostnadsfunksjonar

Til gvingstimen 3 (2. oktober 2019). Me skal gjera oss ferdige med dette kapittelet
denne veka.

1. Alle treng & gjera oppgavene i avsnitt [2.1] og
2. Alle bgr gjera oppgdvene i avsnitt 77.

3. Avsnitt 77 er for dei som treng ekstra dgme.

2.1 Introduksjon
Eksempeloppgéave 2.1. Lat oss tenkja oss ei bedrift med fylgjande kostnadsfunksjon:

2

K(x)zl%—x+50,

som gjev samla produksjonskostnad nér dei produserer x einingar, forutsett at = > 50.
Skisser kostnadsfunksjonen i eit koordinatsystem.

Lgysing 2.1. Nér funksjonen ikkje er linezer, treng me nokre forskjellige punkt for &
finna formen. Lat oss tabulera fyrst.

50 25
100 50
200 250
300 650
400 1250
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2 Kvadratiske kostnadsfunksjonar
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Ovingsoppgave 2.2. Lat oss tenkja oss ei bedrift med fylgjande kostnadsfunksjon:
K(z) = 0,08 - 2% + 32 - z + 4000,

som gjev samla produksjonskostnad nér dei produserer x einingar. (Me fgreset at = > 0.)
Skisser kostnadsfunksjonen i eit koordinatsystem.

Merknad 2.1. Kostnadsfunksjonane over er dgme pa kvadratiske funksjonar, eller andre-
gradsfunksjonar som dei og vert kalt. Ein kvadratisk funksjon har formen

f(z) = ax® + bz + c.

Nar me plottar ein kvadratisk funksjon, fir me ein form som vert kalt ein parabel, men
denne formen kjem ikkje skikkeleg til syne i lgysingane over, fordi me ikkje viser negative
verdiar av x.

Eksempeloppgave 2.3. Lat oss tenkja oss ei bedrift med fylgjande kostnadsfunksjon:
K(x) 50
T)=———2
100 ’
som gjev samla produksjonskostnad nar dei produserer x einingar, forutsett at « > 50.

1. Sett at bedrifta produserer x = 100 einingar. Kor mykje ekstra kostar det & auka
produksjonen til 1017

2. Sett at bedrifta produserer x = 500 einingar. Kor mykje ekstra kostar det & auka
produksjonen til 5017

Lgysing 2.2. Lat oss rekna ut kostnaden for dei ulike produksjonsvoluma. Me skriv
AK = K(x + 1) — K(x) for kostnadsendringa.

r z+1 K(x+1) K(z) AK
100 101 51,01 50 1,01
500 501 2059,01 2050 9,01
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2.2 Balanse: den kvadratiske likninga

Rekneregel 2.1 Rekneregel: Lgysing av andregradslikning.
Nér ei likning er gjeve som

0=ax?+bz+ec, (2.1)

er lgysinga gjeve som

 —bE Vb —dac
a 2a '

T

Dersom uttrykket b? — 4ac er negativt, er rotuttrykket ikkje definert og
likninga har inga lgysing.
Formen ([2.1) kan me kalla for standardformen for ei andregradslikning.

Det kostar altso kr. 1,01 & auka produksjonen fra 100 til 101, og kr. 9,01 fra 500 til
501.

Merknad 2.2. Med linezre kostnadsfunksjonen hadde me variable kostnader som ut-
gjorde eit fast belgp per produsert eining. Det er interessant & sj& at dette ikkje er tilfelle
med kvadratiske funksjonar.

Ovingsoppgave 2.4. Lat oss tenkja oss ei bedrift med fylgjande kostnadsfunksjon:
K(x) = 0,08 - 2% + 32 -  + 4000,
som gjev samla produksjonskostnad nér dei produserer x einingar. (Me fgreset at z > 0.)

1. Sett at bedrifta produserer x = 20 einingar. Kor mykje ekstra kostar det a4 auka
produksjonen til 217

2. Sett at bedrifta produserer x = 40 einingar. Kor mykje ekstra kostar det & auka
produksjonen til 417

2.2 Balanse: den kvadratiske likninga

Eksempeloppgéave 2.5. Lat oss tenkja oss ei bedrift med fylgjande kostnadsfunksjon:
2
x
K(z)= — — 50.
(x) T +

Kostnadsfunksjonen gjev samla produksjonskostnad nér dei produserer x einingar, for-
utsett at « > 50. Bedrifta sel produktet for ei krone per eining. Kor mykje skal dei
produsera og selja for & g& akkurat i balanse?

Lgysing 2.3. Me har berre fatt oppgjeve kostnadsfunksjonen K (x) og ikkje inntekts-
funksjonen I(x). Me har derimot prisen p = 1, so me kan skriva

I(x) =x.
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2 Kvadratiske kostnadsfunksjonar

Balansepunktet er gjeve som K(z) = I(x), eller

2
x
— — 50 = x.
TR
Dette er ei andregradslikning sidan alle ledda er anten konstante (uavhengige av x), eller
ein konstant gonga med z eller 2. Likninga er derimot ikkje pa standardform, og me ma
rydda opp for me kan bruka formelen (Rekneregel .
Me trekk fra = pa bae sider av likninga og far

132

——2- 0=0.
100 T+5

Me kan og setja 22 utanfor brgken:

1 2

—_— - 2 . = .

100 T z+50=0

No er det lett & sja at me har standardformen med a = 1/100, b= —2o0g c=50.

Innsetjing gjev

(-2)+ \/(—2)2 — 47150
x = T .
2 155
Me kan rekna ut dei ulike ledda og fa

eller
2 =100 £ 50 - v/2 ~ 100 + 70,71,

Dette gjev to nullpunkt, x ~ 29,3 og « ~ 170,7, men oppgava fgreset = > 50 for at
kostnadsfunksjonen skal vera gyldig, so berre den siste lgysinga er gyldig.
Bedrifta gar i balanse nar dei produserer 170,7 liter.

Ovingsoppgave 2.6. Lat oss tenkja oss ei bedrift med fylgjande kostnadsfunksjon:
K(x) = —0,052% + 80 - = + 320,

som gjev samla produksjonskostnad nar dei produserer x einingar. Bedrifta sel produktet
for 80 kroner per eining. Kor mykje skal dei produsera og selja for a ga akkurat i balanse?

Eksempeloppgéave 2.7. Plott inntekts- og kostnadsfunksjonane fra oppgéve Finn
punktet der drifta gar i balanse og samanlikn med lgysinga som du fann i oppgéve

Lgysing 2.4. Det enklaste og tryggaste er & tabulera funksjonsverdiane for nokre verdiar
av . Merk at me ikkje ser pd « < 50, sidan kostnadsfunksjonen ikkje er gyldig for sma
verdiar av z.
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2.2 Balanse: den kvadratiske likninga

¢
f200 1 /
/
1001 /
x K(z) I(xz) /{
50 25 50 1 )
100 50 100 oo & 1
200 250 200 L
300 650 300 o |
400 1250 400
Lo+
l /Lo ] Z:oo I 310 | y)aa

Me finn skjeeringspunktet der kostnadene er lik inntekta, ved x ~ 170 som stemmer
godt med rekninga var tidlegare.

Ovingsoppgave 2.8. Plott inntekts- og kostnadsfunksjonane fr& oppgave Finn
punktet der drifta gar i balanse og samanlikn med lgysinga som du fann i oppgéve [2.6

Eksempeloppgave 2.9. Finn profittfunksjonen P(z) for bedrifra i oppgave
1. Plott P(x).

2. Lgys likninga P(x) = 0 og markér lgysinga i plottet.

3. Samanlikn med lgysingane pa oppgave og Se szrleg pa grafane. Kva ser
du?
Lgysing 2.5. Me har profittfunksjonen

2

P(z)=1(x) - K(z) =2 — (fm—x—&-&)),

som me kan forenkla til

P(x) = —% + 22 — 50.

Her er det greitt & fylgja mynsteret frd oppgave

50 25 50 25 ank
100 50 100 50 i N

200 250 200 —50 el .
300 650 300 350 | \
400 1250 400 850 .l \
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2 Kvadratiske kostnadsfunksjonar

Me skal lgysa likninga
2

x
Det er ofte meste behageleg & ha positiv fyrstegradskoeflisiet, so me gongar med —1 pa
bae sider og far
22
0=— —2x 4+ 50,

~ 100
som allereie har standardformen med a = 1/100, b = —2 og ¢ = 50, og formelen gjev
—(=2) +/(-2)2 — 4+ gk - 50
x = T :
2 150

Me kan rekna ut dei ulike ledda og fa

eller
z =100 + 50 - v/2 ~ 100 + 70,71,

Dette gjev to nullpunkt, x ~ 29,3 og = ~ 170,7, men kostnadsfunksjonen fgreset > 50,
so berre den siste lgysinga er gyldig.

Ikkje berre finn me det same nullpunktet som i oppgive men me har lgyst den
eksakt same likninga pd standardform. Nullpunktet (krysningspunktet med x-aksen) i
plottet ligg p4 x ~ 170 som fgr.

Ovingsoppgave 2.10. Finn profittfunksjonen P(x) for bedrifra i oppgéve
1. Plott P(x)
2. Lgys likninga P(x) = 0 og markeér lgysinga i plottet.
3. Samanlikn med lgysingane p& oppgave og Kva ser du?

Merknad 2.3. Lgysingane pa likninga P(z) kallar me for nullpunkta 4t funksjonen P(z).

2.3 Balanse og overskot: ulikskapen
77

Eksempeloppgave 2.11. Lat oss tenkja oss ei bedrift med fylgjande kostnadsfunksjon:

2

K(z) = % +100 - 2 — 500,

som gjev samla produksjonskostnad ndr dei produserer x einingar, forutsett at x > 10.
Bedrifta sel produktet for 200 kroner per eining. Kor mykje ma dei produsera for a ga
med overskot?
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2.3 Balanse og overskot: ulikskapen

Lgysing 2.6. Me m4 fyrst finna profittfunksjonen. Inntektsfunksjonen er I(z) = 200z,
og profittfunksjonen vert da

1
P(z) = I(r) — K(z) = 200z — <100-:I:2+10()-x—500>.

Néar me lgyser opp parentesane, far me

L s
P(a:)—ZOOx—ﬁ-a: — 100 - = + 500.

Dei to fyrstegradsledda (200x og —100z) kan me sla saman, og skriva

1
P(z) = =105 - 2% 4100 - 2 4 500.

Me skal finna dei x-verdiane som gjev overskot, dvs. P(z) > 0. Dette er ein ulikskap.

Lat oss fyrst finna nullpunkta, P(z) = 0, der bedrifta gir i balanse. Me bruker formelen
med a = —1/100, b = 100 og ¢ = 500.

—1
—100 % /1002 — 4+ 555 - 500
2

= =1
100

Dersom me gongar med —50 over og under streken, far me

—1
= 50-100 £ 50 - /1002 — 4 - —— - 500.
z = 50-100 % 50 \/ 00 g P00

Med litt hjelp av kalkulator, far me
2 = 5000 % 50 - /10000 + 20 = 5000 £ 5005,0.

Lat oss no skissera funksjonen for & sj& kvar profitten er positiv.

Lgysinga av andregradslikninga fortel oss at profittfunksjonen kryssar z-aksen to gon-
gar, for z = 10005,0 og for z = —5,0. Me kan merka dei to punkta fyrst.

Det neste me skal merka oss er at nir x vert sveert stor (z — o0), so veks x?/100
mykje raskare enn 100z, og 22/100 har negativt forteikn. Difor har me P(z) — —oo nar

x — 00. Det same skjer ndr £ — —oo. Me har altso underskot bade til venstre for —5,0
og til hggre for 10 005,0.
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2 Kvadratiske kostnadsfunksjonar

Sidan me veit korleis ein parabel ser ut, veit me at P(x) byter forteikn i nullpunkta.
Alternativt, om me er i tvil, kan me sjekka ein verdi mellom nullpunkta. Det plar vera
lett & sjekka for z = 0; me far P(z = 0) = 500.

No skal me hugsa at kostnadsfunksjonen for bedrifta berre var definert for x > 10.
Dermed fylgjer det at bedrifta gar med overskot for 10 < x < 10005,0.

Ovingsoppgave 2.12. Lat oss tenkja oss ei bedrift med fylgjande kostnadsfunksjon:

2

K(z) = —25”])+20'x+200,

som gjev samla produksjonskostnad nar dei produserer x einingar. Bedrifta sel produktet
for 18 kroner per eining. Kor mykje ma dei produsera for & gd med overskot?

2.4 Om 3 skyta med kanon

?7?

Eksempeloppgave 2.13. Ein kanon skyt ut kula i ein fart av 495 m/s i 45° vinkel
over flat mark. Dette gjev ein fart pa 350 m/s i hggderetninga (kula stig med 350 meter
i sekundet). Kanonmunninga er to meter over bakken. Fysikarane har vist at hggda i
meter over bakken etter ¢ sekund kan skrivast som

1
h(t):2+350-t—§-9,81-t2.

Kor lang tid gér der fgr kanonkula treff bakken?
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2.4 Om § skyta med kanon

Lgysing 2.7. Her er det mykje fysikk og detaljar som me ikkje treng. Det einaste me
treng er uttrykket h(t) for avstanden mellom kula og bakken etter ¢ sekund. Me skal
finda tidspunktet ¢ nar kula treff bakken, dvs. nar h(t) = 0. Mao. lgyser me likninga

1
0:2+350-t—5~9,81-t2.

Me kan lgysa med formelen, men for & vera sikker pd at me bruker han rett, skal me
reinskriva likninga slik at koeflisientane a, b og ¢ kjem i rett orden

0=—4,905-t>+350-t+ 2.

D4 har me a = —4,905, b = 350 og ¢ = 2 og set inn i formelen:

L 350+ V/(—350)2 — 4 - (—4,905) - 2
B 2 - (—4,905 ’

Nar me gongar ut dei ulike ledda, far me

‘o —350 &+ /12253924  —350 & 350,056
N —9,81 N —9,81

Her ser me to lgysingar. Den negative lgysinga ¢t = —0,056/(—9,81) er meiningslaus, sidan
det er for skotet vart aviyrt. Berre den positive lgysinga gjev meining:

~ —1700,056
- —981

Det tek altso 71,4 sekund fgr kanonkula treff bakken.

~ 71,36.

Ovingsoppgave 2.14. Jonas stir pa toppen av Eiffeltdrnet og kastar stein, 300 meter
over bakken. Han kastar rett ut slik at utgangsfarten er 30 m/s ngyaktig horisontalt.
Hggda h(t) over bakken er gjeve som funksjonen

1
h(t) = 300 — 3 9,81 - 2,

der t er tida fr& kastet i sekund. Kor lang tid gir fgr steinen treff bakken?

Eksempeloppgave 2.15. Lat oss sj& igjen pad kanonkula frd oppgave Kula vart
skoten i 45° vinkel med utgangshastighet 495 m/s. Dette gjev ein fart pa 350 m/s i hggde-
retninga og likeeins 350 m/s horisontalt. Sja bort fra luftmotstand, slik at hastigheita
langs bakken er konstant (inntil kula treff). Kanonmunninga er to meter over bakken.
Kor langt fra kanonen treff kula bakken (i meter)?

Lgysing 2.8. Me fann ut i oppgave [2.13] at kula er i lufta i 71,4 sekund. Hastigheita
langs bakken er 350 m/s gjennom heile flukta. Den vertikale hastigheita er uvesentleg for
rgrsla langs bakken. Gangar me tid med hastigheit far me avstand som fylgjer:

71,4s - 350m/s = 71,4 - 350m = 24 990,0m.

Kula gar altso 24 990 meter for ho landar.
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2 Kvadratiske kostnadsfunksjonar

Ovingsoppgave 2.16. Jonas stir pa toppen av Eiffeltdrnet og kastar stein, 300 meter
over bakken. Han kastar rett ut slik at utgangsfarten er 30 m/s ngyaktig horisontalt.
Hpgda h(t) over bakken er gjeve som funksjonen

1
h(t) =300 — 5 - 9,81 t2,

der t er tida fr& kastet i sekund. Kor langt gar steinen fgr han landar, malt fr4 bakken
rett under Jonas? (Bruk lgysinga di frd oppgave som mellomrekning.)

2.5 Vidare lesing

Det kan vera nyttig & lesa fleire vinklingar pa stoffet.
Lesing: Bjgrnestad et al, kapittel 1.14 (kvadratiske likningar), kapittel 2.5 (kvadratisk
funksjon) og 2.8 (kostnads- og inntektsfunksjon).
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3 Grensekostnad

Til gvingstimen 4 (7. oktober 2019). I dag skal de gjera oppgévene i avsnitt [3.1]og[3.2]

Dersom de har tid til overs, so er der sikkert fleire oppgaver i kapittel 2| som de kan
gjera.

Til gvingstimen 5 (9. oktober 2019). I dag skal de gjera oppgavene i avsnitt og
og helst, dersom de har tid, avsnitt

Dersom de har tid til overs, kan de ta fatt pa leereboka kapittel 3.3-3.4. Det kan vera
naudsynt & lesa kapittel 3.1-3.2 og, for & forstd kapittel 3.3-3.4.
3.1 Stigningstal og grensekostnaden
For linezere kostnadsfunksjonar K (z) = az+b sag me at stigningstalet er ekstrakostnaden
ved & auka produksjonen med éi eining. Dette kalla me for grensekostnaden, som er
konstant uansett produksjonsvolum. Kvadratiske kostnadsfunksjonar har ikkje konstant
stigningstal, men grensekostnaden er definert like fullt.
Eksempeloppgave 3.1. Lat oss ta kostnadsfunksjonen

K(z)=a2* -z +2.

Me tenkjer oss at bedrifta sel (t.d.) mjgl i lausvekt. Nar dei aukar produksjonen, so treng

dei ikkje auka med ein heil kilo; dei kan auka med eit gram, eit milligram, eit mikrogram
eller ein kvan lita storleik du kan tenkja deg.

1. Plott K(x) pa intervallet z =0...8.
2. Marker kostnaden for x = 5 pa kurva.

3. Marker kostnaden for x = 6 pa kurva, og dra ei rett line gjennom kostnadene for
x =5 og ¢ = 6. Kva er stigningstalet pa denne lina?

4. Rekn ut kostnaden ved & auka produksjonen frd « = 5 til = 6.

Lgysing 3.1. Me reknar ut K(z) for x = 0,2,4,6,8 og markerer verdiane direkte i
plottet, som under. Resten av plottet gjer me pa frihand:
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3 Grensekostnad
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For & finna eksakt endringskostnad, ma me setja inn tal og rekna, som fylgjer

K(5)=5"-5+2=22 (3.1)
K(6)=6%—6+2=32 (3.2)
AK = K(6) — K(5) = 32 — 22 = 10. (3.3)

Ekstrakostnaden nar produksjonen aukar fra fem til seks einingar er ti.

Ovingsoppgave 3.2. Lat oss ta kostnadsfunksjonen

2

K(m):—%—l—élx—l-l.

Varane vert selde i lausvekt slik at « kan ta vilkarlege verdiar, ikkje berre heiltalsverdiar.
1. Plott K(x) pa intervallet z =0...8.
2. Marker kostnaden for = 5 pa kurva.

3. Marker kostnaden for z = 6 pa kurva, og dra ei rett line gjennom kostnadene for
x =5 og x = 6. Kva er stigningstalet p4 denne lina?

4. Rekn ut kostnadauka AK nér produksjonen aukar frd x = 5 til x = 6.

Merknad 3.1 (Delta). Den greske bokstaven A (uttalt D pa gresk) er hyppig brukt som
symbol for endring i matematikken. Difor skriv me Az for ei endring i x og AK for ei

endring i K(z).
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3.1 Stigningstal og grensekostnaden

Merknad 3.2 (Kontinuerleg og diskret funksjon). I matematikken skil me gjerne mellom
diskrete og kontinuerlege funksjonar. Ein diskret vare er ein vare som mé teljast, t.d.
klesplagg eller bilar. Ingen vil ha ein halv bil eller 0,1324 jakker. Andre varer vert malte
kontinuerleg, t.d. ¢l (i liter) eller mjgl (i kilo).

Merknad 3.3. Mykje av matematikken som me leerer gjev berre meining for kontinuer-
lege funksjonar. Oppgéavene under gjev til dgmes ikkje meining dersom bedrifta sel bilar.
Nar ein sel bilar er kostnadsfunksjonen K (x) diskret, sidan = ma vera eit heiltal.

Det er likevel vanleg & tenkja kontinuerleg nér ein lgyser modeller, for so & tolka
lgysinga til slutt, med tanke pa den diskrete rgynda. Dette ma ein tenkja pd nar ein
bruker matematikk pa praktiske problem.

Merknad 3.4 (Diskret tid). Renterekning er eit anna dgme pa diskrete funksjonar. Nar
rentene vert rekna ut periodevis, slik som er vanleg, vert tida i rentemodellen diskret.
Tida vert tald i periodar, og ikkje malt i sekund.

Kontinuerleg forrenting er ei matematisk oppfinning for & unngd utfordringane med
diskret tid.

Eksempeloppgéave 3.3. Me skal sji vidare pa kostnadsfunksjonen fra oppgave [3.1

K(z)=a2* -z +2.

1. Plott K(x) pa intervallet z =0...6.

2. Marker kostnaden for x = 5 pa kurva.

3. Marker kostnaden for x = 5,2 pa kurva, og dra ei rett line gjennom kostnadene for
x =5 og x = 5,2. Kva er stigningstalet pa lina?

4. Rekn ut ekstrakostnaden AK ved & auka produksjonen frd z = 5 til x = 5,2.
Samanlikn med stigningstalet.

Lgysing 3.2. Me teiknar plottet som me gjorde i forrige dgme. Det er vanskeleg & sja
ngyaktig kva som skjer, so me teiknar ein versjon i stgrre skala, der me berre tek med
det interessante omradet. D4 er det mogleg, so vidt, & sj& korleis lina krysser kurva to
gongar.
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3 Grensekostnad
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I figuren kan me sja at lina gjennom dei to punkta har stigningstal om lag 9,2.
For 4 finna kostnadsauka, ma me fyrst finna kostnaden i dei to punkta me er interesserte
i. D& far me:

K(5)=5"-5+2=22 (3.4)
K(5,2)=52>-52+2=2384 .
K(5,2) — K(5) = 23,84 —22 = 1,84. (3.6)

Det gar an & sja at stigningstalet er fem gongar kostnadsauka.
5-1,84 =9,2.

Det heng saman med at produksjonsauka, fra 5 til 5,2, er pa ein femtedels eining, eller

0,2. Stigningstalet skal da vera
1,84 9.9
02 7

som me sdg stemmer.

Ovingsoppgave 3.4. Me skal sja vidare p& kostnadsfunksjonen fr& oppgave
72
K(r)=——+44x+ 1.
(x) 10 +4x +

1. Plott K(x) pa intervallet z =0...6.
2. Marker kostnaden for x = 5 pa kurva.

3. Marker kostnaden for z = 5,2 pa kurva, og dra ei rett line gjennom kostnadene for
x =5 og x = 5,2. Kva er stigningstalet pa lina?
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3.1 Stigningstal og grensekostnaden

4. Rekn ut kostnaden ved & auka produksjonen frd z = 5 til x = 5,2. Samanlikn med
stigningstalet.

Merknad 3.5 (Sekant). Dei rette linene som me har teikna i oppgévene over vert kalla
sekantar. Dei skjeerer kurva i to punkt.

Merknad 3.6. Det gjeld generelt at stigningstalet at sekanten er lik kostnadsauka per
eining, nar produksjonen aukar fra det eine til det andre skjzeringspunktet pa kurva. Nar
sekanten kryssar for produksjonsvoluma x; og x9, finn me altso stigningstalet som

AK  K(x)— K(x1)
a = =
Az To — X1

Eksempeloppgave 3.5. Me skal sja vidare pd kostnadsfunksjonen fra oppgéave

og 3.3

K(z)=2° -z +2.

Me skal studera kostnaden ved grsmé produksjonsauker.

Ta utgangspunkt i produksjonsniviet x = 5, og sja pa ulike produksjonsendringar Ax.
Rekn ut kostnaden fgr (K (x)) og etter (K (z+ Ax)), samt endringa AK = K(z+ Az) —
K (z) og den relative kostnadsauka per eining AK/Ax.

Lgysing 3.3. Det er enklast & setja dette opp i ein tabell. Me hugsar fra tidlegare
oppgaver at K(5) = 22.
Az =Tpy — 5 Zny K (zyy) AK = K(zny) — K(5) {5

1 6 32 10 10

0,2 5,2 23,84 1,84 9,2
0,05 505 22,4525  0,4525 9,05
0,01 501 22,0901  0,0901 9,01
0,001 5001  22,00090  0,00090 9,001
0,0001 5,0001 22,009001 0,009001 9,0001

Me ser at nar Az — O,E] vil AK/Az — 9.

Ovingsoppgave 3.6. Me skal sj& vidare p& kostnadsfunksjonen fra oppgave [3.2] og

2
K(x)=——+4 1.
(z) 10 +4x +
Me skal studera kostnaden ved grsmé produksjonsauker.
Ta utgangspunkt i produksjonsniviet x = 5, og sja pa ulike produksjonsendringar Azx.
Rekn ut kostnaden for (K (x)) og etter (K (z+ Ax)), samt endringa AK = K(z+ Azx) —
K (z) og den relative kostnadsauka per eining AK/Ax.

Merknad 3.7 (Tangent). I oppgdva over har me studert ein sekant som skjeerer kost-
nadskurva for eit punkt z og eit anna punkt x 4+ Ax, for ei lita endring Az. Nar Az — 0
naermer sekanten seg ein tangent, som rgrer ved kurva i eitt punkt.

'Pilen — vert lese som «gir mot» eller «narmar seg».
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3 Grensekostnad

Merknad 3.8. Stigningstalet &t sekanten er

_AK  K(r+ Az) - K(x)
Az Ax ’

Dersom me let Az — 0, vil a nserma seg stigningstalet at tangenten.

Merk at me ikkje kan setja Ax = 0, fordi me d& deler pa null. Likevel kan ein studera
kva som skjer nar Ax — 0.

a

Merknad 3.9. Nar me har ein funksjon og ein tangent som rgrer ved funksjonen for
ein bestemt verdi av x, so seier me at stigningstalet at tangenten er den deriverte av
funksjonen i punktet x.

3.2 Den deriverte som ein funksjon

I forrige avsnitt vart me kjende med den deriverte, stigningstalet péa ei kurve som ikkje
treng vera rak, i eit bestemt punkt. P4 ei krum kurve varierer stigningstal langs kurva.
Nar f(z) er ein funksjon, skriv me gjerne f’(x) for stigningstalet. Sidan stigningstalet
varierer med z, er 0g f’(x) ein funksjon.

Merknad 3.10. Den deriverte f'(z) kan me tenkja pd som stigningstalet &t f(x), eller,
for & vera pirkut, som stigningstalet &t ein tangent til kurva &t f(x) i punktet x.
Dersom f(x) er ein kostnadsfunksjon, kallar me f/(z) for grensekostnaden.

Eksempeloppgéave 3.7. Lat oss sjd vidare pd grensekostnaden for bedrifta i forrige
avsnitt. Kostnadsfunksjonen var

K(z) =2 -z +2.

Me skriv K'(x) for stigningstalet (grensekostnaden) &t K (x).
Bruk plottet som du har av K(z), og estimer stigningstalet K'(x) pa augemal, for
r=1,2,3,4.

Y1

Lgysing 3.4.
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3.2 Den deriverte som ein funksjon

Rekneregel 3.1 Rekneregel: Derivasjon av kvadratisk funksjon.

Lat f(x) = ax®+bx+c vera ein kvadratisk funksjon. D4 er den deriverte

gjeven som
f(x)y=a-2-2+b

Tangenten for x = 1 (raud til venstre) ser ut til & stiga ei halv rute, eller 1,25, x gar
fra 0 til 1. Det gjev eit stiningstal pa litt meir enn 1.

Tangenten for z = 2 (grgn) stig cirka ei rute (2,5) nir = gar fra 2 til 3. Det gjev eit
stigningstal p& 2,5.

Tangenten for z = 3 (cyan) stig nesten to ruter (5) nar = gar fra 3 til 4. Det gjev eit
stigningstal p4 mellom 4 og 5.

Tangenten for x = 4 (raud til hggre) ser ut til & stiga knapt tre ruter, eller 7,5, x gir
fra 3,5 til 4,5. Det gjev eit stiningstal pa vel 7.

Ovingsoppgave 3.8. Sji pa plottet som du har av kostnadsfunksjonen

2

K(a:):—gf—o—i-éla:—i-l

fra forrige avsnitt. Estimer stigningstalet K'(z) pa augemal, for z = 1,2, 3,4.
Eksempeloppgave 3.9. Me har
K(z) =2 -z +2.

Finn eit uttrykk for grensekostnaden K'(x) ved hjelp av formelen i rekneregel Rekn
ut K'(z) for x = 1,2, 3,4 og samanlink med estimata dine frd oppgéve

Lgysing 3.5. Formelen gjev

K'(z) =2z — 1.
Nar me set inn, fir me
K(1)=2-1-1=1, (3.7)
K'(2)=2-2-1=3, (3.8)
K'(3)=2-3—-1=5, (3.9)
K'(4)=2-4-1=7. (3.10)

Estimata vare i oppgave ligg stort sett neer dei sanne verdiane som me no har rekna
ut. Den stgrste bommen hadde me for = 2, men me ser 0g at kurva var ujamnt teikna
rundt dette punktet, so det er ikkje rart at tangenten Og vart litt feil.
Ovingsoppgave 3.10. Me har
22
K(r)=——+4r+1
@) =-13

Finn eit uttrykk for grensekostnaden K'(z) ved hjelp av formelen i rekneregel Rekn
ut K'(z) for x = 1,2, 3,4 og samanlink med estimata dine fr4 oppgéve
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3 Grensekostnad

Eksempeloppgéave 3.11. Tenk deg at bedrifta, som har kostnadsfuknsjonen
K()=2>-z+2,

produserte © = 4 einingar i fjor. Kva mé prisen vera for at det skal lgna seg & auka
produksjonen i &r? (Bruk svara dine fra oppgéve som mellomrekning.)

Lgysing 3.6. Grensekostnaden gjev kostnadsauka for ei lita (marginal) auke i produk-
sjonen. For & tena pengar, m4 prisen dekkja denne kostnaden. Me fann K'(4) = 7, og me
treng difor ein pris stgrre enn sju.

Ovingsoppgave 3.12. Tenk deg at bedrifta, som har kostnadsfuknsjonen

2

x
K(x):—m—i—élx—l—l

produserte = 4 einingar i fjor. Kva mé prisen vera for at det skal lgna seg & auka
produksjonen i ar? (Bruk svara dine fr& oppgéve som mellomrekning.)

3.3 Topp- og botnpunkt

Eksempeloppgave 3.13. Alesund Dings og Profitt AS har rekna ut at dei har profitt-
funksjonen

P(z) = —0,0072% 4 752 + 600,

for x produserte og solgte dingsar. Bedrifta ynskjer & maksimera profitten. Kor mange
dingsar bgr dei produsera og selja?

Lgysing 3.7. Lat oss teikna ei skisse i full fart, for & sja kva me arbeider med. Her har
me teikna pa maskin, som ei avveksling.

200000 A

150000 -

100000 A

50000

—50000 4

—100000 -

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
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3.3 Topp- og botnpunkt

Lat oss tenkja over kva som skjer med den deriverte nar produksjonen x aukar. Pro-
fittkurva gar fyrst oppover, dvs. positivt stigningstal, og P’'(z) > 0. Kurva flatar ut, som
vil seia at stigningstalet vert mindre. P4 toppen gir den deriverte fra & vera positiv, til
4 verta negativ. Mot hggre vert kurva brattare og brattare nedover, som vil seia at den
deriverte vert sveert negativ.

Akkurat pa toppen, nér den deriverte gar frd positiv til negativ, er der eitt punkt der
den deriverte er null. Det er toppunktet, beste moglege profitt, og det skal me finna. Me
skal altso lgysa likninga P’(z) = 0.

Lat oss fyrst derivera

P'(z) = —-2-0,007z + 75 = —0,014x + 75.
Veksta skulle vera null, so me far likninga
0= —-0,014x + 75.

Nar me lgyser, far me
75

70,014
Det er ok & skriva at svaret er 5357,14.

Er me litt grundigare, hugsar me at dingsar ikkje kan delast opp. Svaret skulle difor
vera anten 5357 eller 5358. Lat oss sjekka kva som er best

= 5357,14.

P(5357) = —0,007 - 5357% + 75 - 5357 + 600 = 201 492,86, (3.11)
P(5358) = —0,007 - 5358 + 75 - 5358 4 600 = 201 492.85. (3.12)

Det optimale er altso & produsera 5357 dingsar.
Ovingsoppgéave 3.14. (Orsta Fisk og Profitt AS har rekna ut at dei har profittfunksjonen
P(x) = —0,022% 4+ 1002 + 120,

for  produserte og solgte dingsar. Bedrifta ynskjer & maksimera profitten. Kor mange
dingsar bgr dei produsera og selja?

Ovingsoppgave 3.15. Ta funksjonen
f(x) = 2® + 22 +5.
Finn minimumspunktet, dvs. den z-verdien som gjev minst verdi for f(z).
Ovingsoppgave 3.16. Ta funksjonen
f(z) = 2% — 2z — 12.
1. Har f(x) eit topp- eller botnpunkt?

2. Finn optimum (topp- eller botnpunkt).
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3 Grensekostnad

3.4 Derivasjon

Eksempeloppgave 3.17. Ein funksjon f(z) definerer fylgjande kurve:

L A

Skissér kurva for den deriverte, f’(z).

Lgysing 3.8. Me merker oss fleire distinkte punkt pd kurva, og dei bgr me merka av
fyrst.

1. Kurva er diskontinerleg (1).

2. Kurva har eit knekkpunkt (2).

3. Kurva har eit slags knekkpunkt (3), der ho fyrst er linezer og so flater ut.
4. Fem topp- og botnpunkt (4-8).

I alle topp- og botnpunkta er den deriverte null, so dette kan me merka av fyrst. Me
bruker raudt for den deriverte og blatt for den opprinnelege funksjonen.
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Der kurva er linezr, er stigningstalet og dermed den deriverte, konstant. Me kan altso
teikna ei flat line til venstre for den grgne lina (3). Kurva stig, so den deriverte er positiv.
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3.4 Derivasjon

Til venstre for den grgne lina vert stigninga mindre ned mot null ved den gule lina (4)
og vert negativ. Han snur og kryssar z-aksen ved den gule lina (5), og endar positiv ved
diskontinuiteten (1).

Mellom dei oransje linene, startar den deriverte cirka pa null, og stigningtalet stig. Ved
knekkpunktet (2) gar kurva bratt fra & stiga til & falla, so den deriverte vert diskontinu-
erleg og held fram under z-aksen.

Det siste stykket er relativt enkelt & teikna. me mé treffa nullpunkta som svarer til
topp- og botnpunkt, og me freistar & teikna ein stor verdi for den deriverte nar kurva er
bratt, men det gir best pa augemal.

Ovingsoppgéave 3.18. Ein funksjon g(x) definerer fylgjande kurve:

Skissér kurva for den deriverte, ¢'(z).

Ovingsoppgave 3.19. Ein funksjon g(x) definerer fylgjande kurve:

0l

Skissér kurva for den deriverte, ¢'(x).

Ovingsoppgave 3.20. Ein funksjon g(x) definerer fylgjande kurve:

—/_\\ \_/\\~ /\
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3 Grensekostnad

Skissér kurva for den deriverte, ¢'(x).
Ovingsoppgave 3.21. Sji pa funksjonen
h(z) = 2° — 42 + 2z + 3.

Plott funksjonen, for hand eller p&4 maskin. Skisser deretter den deriverte, h'(x), basert
pé kva du ser i plottet av h(z).

Ovingsoppgave 3.22. Sji pa funksjonen
f(z) = z* — 42°.

Plott funksjonen, for hand eller p4 maskin. Skisser deretter den deriverte, f'(x), basert
pa kva du ser i plottet av f(x).

3.5 Om fiskeforvalting

Eksempeloppgave 3.23. I fiskeforvaltinga sgkjer ein & regulera fisket slik at utbytet
vert stgrst mogleg over tid. Matematiske modellar vert brukt for & forklara samanhengen
mellom mengd og tilvekst av fisk i havet. Ein slik modell (fra Neher| [1990]) er

g(b) = 0,005 - b (100 — b),

som gjev tilveksten g(b) (g for growth) for ein gjeven bestand b.
Dersom fiskeuttaket er lik tilveksten, vert bestanden stabil. Finn den bestanden b som
gjev hggast tilvekst.

Lgysing 3.9. Lat oss byrja med & teikna ei skisse over funksjonen
g(b) =0,005-b- (100 — b).

Nér ein av faktorane pa hggre side er null, m4 produktet vera null. Dermed har funksjonen
nullpunkt for b = 0 og for 100 — b = 0 (dvs. for b = 100). Desse nullpunkta markerer me
i skissa.

Vidare kan me sj& at nar me gongar ut parentesen (100 — b), far me eit andregradsledd
(b?) med negativt forteikn. Kurva skal difor ha botnen opp.

oD
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3.6 Vidare lesing

Me skal finna toppunktet som er markert i figuren, dvs. punktet der den deriverte
¢'(z) = 0. Dersom me gangar ut parentesen er det lettera & finna den deriverte:

g(b) =0,5-b— 0,005 - b2. (3.13)
g'(b) =0,5—0,01-b. (3.14)
Det gjev ei likning
0=0,5-0,01-b, (3.15)
0,5
b= —— =50. 3.16
0,01 (3.16)

Hggast tilvekst far me altso ved ein bestand pa 50.

Merknad 3.11. Merk at fordi andregradsfunksjonen er symmetrisk, so ma toppunktet
50 liggja midt mellom nullpunkta 0 og 100. Det er kjekt & sji at dette stemmer me
rekninga over.

Me har brukt den omstendelege lgysinga med den deriverte for & gva oss til me far
andre funksjonar som ikkje er symmetriske.

Ovingsoppgave 3.24. Sji pa fylgjande vekstmodell,
g(b) = 0,002 b - (150 — b) — 50,
der g(b) er tilveksten for ein gjeven bestand b. Finn den bestanden b som gjev hggast
tilvekst.
3.6 Vidare lesing

Lesing: Bjgrnestad et al, kapittel (3.1), 3.2-3.4. Merk at presentasjonen av grenseverdiar
(kapittel 3.1) er ungdvendig abstrakt og vil falla tung for mange. Grenseverdinotasjonen
vert brukt vidare i kapittel 3.2-3.4. Ein kjem langt med ei konseptuell forstaing av deri-
vasjon, men nokon vil ha nytte av den abstrakte og formelle forstainga i tillegg.
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4 Modellering

4.1 To nullpunkt

Eksempeloppgéave 4.1. Me er bedne om 3 foresld ein profittfunksjon for & modellera
gkonomien 1 ei viss bedrift. Me veit at profitten er null for produksjonsnivaa z = 10 og
x = 20, og me veit at profitten er positiv nir 10 < z < 20. Kva er den enklaste moglege
profittfunksjonen som tilfredstiller desse krava?

Lgysing 4.1. Lat oss sja pa eit krav &t gongen. Den enklaste funksjonen som tilfreds-
stiller f1(10) = 0, er ei rett line som kryssar xz-aksen for x = 10, altso fi1(z) = = — 10.
Tilsvarande for z = 20 finn me fa(z) = x — 20.

Dersom me tek produktet av to funksjonar, t.d.

f3(x) = fi(z) - f2(),

so veit me at f(x) er null nar minst éin av faktorane er null. Dvs. at nullpunkta &t f(x)
er nullpunkta at f1(z) og at fo(z). Funksjonen

f3(x) = fi(x) - fa(x) = (x = 10) - (x — 20) = &* — 30z + 200,

har altso riktige nullpunkt.

Funksjonen me er pa jakt etter skal vera positiv p4 midten, men f3(z) har eit botnpunkt
mellom z = 20 og x = 30. Dersom me snur f3(z) opp/ned, fir me ein modell som passar.
Me bruker

f(z) = —f3(x) = —22 + 30z — 200.

Merknad 4.1. Dersom algebraen i oppgava over er tung & forstd, so lgner det seg &
skissera funksjonen f3(x) og bruka skissa som hjelp til & vurdera forteikn.
Det var meininga & bruka skisse i lgysinga, men det var uteglgymt. Orsak.

Ovingsoppgave 4.2. Du skal modellera gkonomien i ei viss bedrift. Du far vita at
profitten er null for produksjonsnivia x = 100 og x = 700. Bedrifta tener penger nér
100 < x < 700. Finn den enklaste moglege profittfunksjonen som tilfredstiller desse
krava.

Ovingsoppgave 4.3. Du skal modellera gkonomien i ei viss bedrift. Du far vita at
profitten er null for produksjonsnivia x = 50 og x = 150. Bedrifta taper penger nar
x = 75. Finn den enklaste moglege profittfunksjonen som tilfredstiller desse krava.

Ovingsoppgave 4.4. Du skal modellera gkonomien i ei viss bedrift. Du far vita at
profitten er null for produksjonsnivia x = 125 og x = 175. Bedrifta taper penger nar
x = 75. Finn den enklaste moglege profittfunksjonen som tilfredstiller desse krava?
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4 Modellering

4.2 Fleire nullpunkt

Eksempeloppgave 4.5. Finn ein funksjon f(z) slik at

Lgysing 4.2. For & finna ein funksjon med bestemte nullpunkt, kan me gonga saman
funksjonar, éin for kvart nullpunkt. Dei fire nullpunkta svarer til linesere funksjonar

(x+3),(z+1),(z—1),(x—3).

Funksjonen
fl@)=(z+3)-(x+1)-(x—1)-(z—3)

tilfredsstiller altso krava.

Ovingsoppgéave 4.6. Finn ein funksjon f(z) slik at
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5 Derivasjonsreglane

Til gvingstimen 6 (14. oktober 2019). Gjer alle oppgévene i dette kapittelet.
Bruk formlane fra formelarket.

Ovingsoppgéave 5.1. Finn den deriverte nar
L. f(z)=3z+1
2. f

5. f(z) = 1022 — 3z

L fla)=2>-2—1

2. f(z) =52%+ 2z — 12

3. f(x) = —d22+ 2 -5

4. f(z) =23 —22% 4+ 22+ 3
5 f(z) =23 — 22

6. f(r) = —a3+ 222

Ovingsoppgave 5.3. Derivér funksjonane
L f(z)= (2 + 22+ 1) 23
2. f(z)= (2 +x+1) (2*-1)
Ovingsoppgéave 5.4. Finn dei deriverte nar
L fla) =24
2. flo) = =54H

3. f(z) =5+a%+ 24

2 .
4. f(z) = a® 4 3430l


http://kerckhoffs.schaathun.net/math/mpl2019/sheet.pdf

5 Derivasjonsreglane

3_

Ovingsoppgéve 5.5. Dersom du har tid, kan du

1. gjera tilsvarande oppgéver i leereboka: oppgéave 3.14, 3.15 a-f og 3.16a, samt oppéve
3.17abd.

2. bla tilbake og gjera oppgaver som du har hoppa over tidlegare.

Du avgjer sjglv kva som er nyttigast for deg.

5.1 Fasit

Oppgavene i dette kapittelet opnar ikkje for tolking og det er difor mogleg & gje ein fasit.

5.1.1 Lgysing 5.1

1. f'(x)=3
2. fl(z)=5
3. fl(z) =2z

4. fl(z) =4z +2

5. f'(z) =20z —3

5.1.2 Lgysing [5.2]
L fllx)=22—-1

2. f/(x) =10z + 2
3. fi(z)=—x+1
4. fl(x) =3z —4x+2
5. f'(x) =32% — 2z
6. f'(z) = —322 + 4x
5.1.3 Lgysing 5.3
L f'(z) = (204+2)-23+3- (224 22+1)-22 = 22 + 203 +3214-623+ 322 = 22(502+82+43)

2. fl(x) = (32%24+1)- (2= 1)+ (23 +2+1)-4-23 = 320+ 24 - 322 — 1+ 425 + 42? + 423 =
728 + 52* + 423 — 322 — 1
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5.1 Fasit

5.1.4 Lgysing

1.

2.

/@) = =5

222 (322 —2)—Ax(x®—2z+1 3 —
f(z) = z°(3z )496435(1’ x+):w+2926§2:%+i_i

f(a) = 2 + 25

f’(x) — 3x2 4 7290572

x3

fl(x) = % = 2z + 1 (Merk, den siste forenklinga er ikkje mogleg & sja med
dei teknikkane som me har leert. I og med at oppgava ikkje bed om forenkling, er

det ok & gje den fyrste formen.)
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6 Funksjonsdrgfting

I dette kapittelet skal me drgfta og skissera funksjonar.

Merknad 6.1. Nar me skisserer ein funksjon teiknar me ei grovskisse der me freistar &
fa dei karakteristiske punkt, som topp-, botn- og nullpunkt korrekte.

A drgfta ein funksjon tyder & vurdera formen som funksjonen har, og fastsetja karak-
teristiske punkt som topp-, botn- og nullpunkt. Skissa vert ein visuell presentasjon av
drgftinga.

Til gvingstimen 7 (16. oktober 2019). Gjer i alle fall oppgivene om andre- og tredje-
gradsfunkasjonar. Desse er kritiske for eksamen.

Dersom du har tid, hald fram med funksjonar pa faktorisert form.

6.1 Andregradsfunksjonar

Eksempeloppgave 6.1. Droft og skissér funksjonen

Lgysing 6.1. Det er greitt 4 ha med skjeeringspunkta med aksane. Me kan sj& (ved &
trekkja ein = utanfor parentes) at

flz) =z(x—1).

Dermed har me to nullpunkt, eitt for kvar faktor, ndr x = 0 og ndr x — 1 = 0.

Me veit at andregradsfunksjonen er symmetrisk, og symmetrilina gir midt mellom

nullpunkta, altso for z = %

For & finna y-verdien i ekstremalpunktet, som ligg pa symmetrilina, set me inn i funk-

=363

Dette er nok informasjon til & fullfgra skissa.

sjonen:
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6 Funksjonsdrpfting

Ovingsoppgave 6.2. Droft og skissér funksjonen
flz) = —2* +1.
Eksempeloppgéave 6.3. Droft og skissér funksjonen
flx) =24z +1.

Lgysing 6.2. Det er greitt & ha med skjaeringspunkta med aksane. Nullpunkta finn me
ved & lgysa likninga f(x) = 0. Formelen for andregradslikningar gjev

-1+v1-4 -1+-3
2 B 2
Legg merkje til —3 under rotteiknet. Kvadratrota er ikkje definert for negative tal, og
difor har funksjonen ingen nullpunkt.
Me kan finna botnpunktet ved & derivera:

Tr =

f(z) =2z +1,
og f'(x) =0 for z = —%. Funksjonen er altso symmetrisk om lina z = —%, og funksjons-
verdien i botnpunktet er
1 3
f (—5 ) = 1
Dette er eit godt utgangspunkt for & skissera.
//
/
21—
//
=2 _‘; / 5_ 3
of
sl -+
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6.2 Tredjegradsfunksjonar

Ovingsoppgave 6.4. Drgft og skissér funksjonen
f(x) = —2® + 2 —1.
Ovingsoppgave 6.5. Drgft og skissér funksjonen
f(x) = 2? + 22 + 1.
Ovingsoppgave 6.6. Droft og skissér funksjonen
f(z) = 2* — 2z 4 3.
Merknad 6.2. Der er ein symmetri i formelen for & lgysa andregradslikningar:

—b+ b2 —4ac

xr=

2a
Der er to rgter, éi for positivt og éi for negativ rottuttrykk. Rgtene ligg symmetrisk om
lina
—b
r=—.
2a

Me kan alltid finna symmetrilina pa denne maten, og me ser at det ville ha gjeve same
svar i lgysinga p& oppgave [6.3
6.2 Tredjegradsfunksjonar
Eksempeloppgéave 6.7. Droft og skissér funksjonen

f(x) =23 + 2% — 2z
Marker topp- og botnpunkta.
Lgysing 6.3. Ein god start er & finna topp- og botnpunkt. Den deriverte er

f(z) = 32% 4 22 — 2.
Topp- og botnpunkta finn me ved & lgysa

0=3z2+2z—2,

og formelen gjev

—24,/22-4-3-(-2) _2+VA+24 1
2-3 6 3

T = + @
6
Dette gjev x = 0,549 og © = —1,215. Vidare ser me at f’(z) er stor (positiv) for store
og smé verdiar av z. Dvs. at f(z) aukar fram til —1,215, fell vidare til 0,549, og til slutt
stig igjen.
Det er og lett & sja at f(0) = 0, so kurva ma g& gjennom origo. Det ser slik ut.
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6 Funksjonsdrpfting

Merk at me ikkje har funne dei to andre nullpunkta ngyaktig. Difor er det berre
nullpunktet i origo som me har markert tydleg med ein prikk.

Ovingsoppgave 6.8. Drgft og skissér funksjonen

flz) = —2® + 2% +2.
Marker topp- og botnpunkta.
Ovingsoppgave 6.9. Droft og skissér funksjonen

f(x) = —2® + 2% + 2.
Marker topp- og botnpunkta.
Eksempeloppgéave 6.10. Drgft og skissér funksjonen

f(z) = 2%+ 2% — 2z.
Marker topp- og botnpunkta og skjeeringspunkta med aksane.

Lgysing 6.4. Me byggjer vidare pa skissa fra oppgave der me fann topp- og botn-
punkt. No treng me skjeeringspunkt med aksane.

Skjeeringspunktet med y-aksen er enkelt & finna, som funksjonsverdien ved = = 0. Me
skriv

f(0)=0*4+0*-2-0=0.

Det er generelt vanskeleg & finna nullpunkta for ein tredjegradsfunksjon, men i dette
tilfellet er det enkelt. Der er ikkje noko konstantledd, og dermed kan me dra x utanfor
ein parentes:

fx) =2 +22—2x =z(z*+ 2 —2).
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6.2 Tredjegradsfunksjonar

Nér f(z) = 0 har med altso anten = = 0, eller
2?4 —2=0.

Andregradslikninga kan me lgysa med formel, og me far x = —2 eller = 1. Totalt har
me tre nullpunkt x = —2,0, 1. Me utvider skissa fra oppgave med ny informasjon.

~]+

Ovingsoppgave 6.11. Drgft og skissér funksjonen

f(z) = —2® + 22 + 22
Marker topp- og botnpunkta og skjeeringspunkta med aksane.
Eksempeloppgéave 6.12. Drgft og skissér funksjonen

f(z) = 2® — 822 + 18z.
Marker topp- og botnpunkta og skjeeringspunkta med aksane.
Lgysing 6.5. Denne funksjonen har og x i alle ledda, slik at me kan faktorisera enkelt:

f(z) =z - (2% — 8z + 18).
Me har altso eit nullpunkt i x = 0. Dersom me set parentesen lik null,
0=2?— 8z +18,

og lgyser med formel, fir me eit negativt tal under rotteiknet, so dette andregradsuttryk-
ket har ikkje noko nullpunkt. Det einaste skjeeringspunktet mellom f(z) og aksane er i
origo.
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6 Funksjonsdrpfting

Den deriverte er
f'(z) = 32% — 162 + 18.

Nullpunkta (for den deriverte) er gjeve ved formelen som

8 + /10 1,613
xr= =
3 3,721
Tilsvarande y-verdiar er

£(1,613) = 12,42,
£(3,721) = 7,73.

Me markerer topp- og botnpunkt, samt nullpunktet i origo og teiknar pé frihand.

Ovingsoppgave 6.13. Drgft og skissér funksjonen
f(z) = =223 + 1527 — 32z.
Marker topp- og botnpunkta og skjeseringspunkta med aksane.
Ovingsoppgave 6.14. Drgft og skissér funksjonen
f(z) = 2% — 22
Marker topp- og botnpunkta og skjeseringspunkta med aksane.

Eksempeloppgave 6.15. Drgft og skissér funksjonen
f(z) =23

Marker topp- og botnpunkta og skjeeringspunkta med aksane.
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6.3 Polynom pa faktorisert form

Lgysing 6.6. Dette er ein enkel funksjon. Det er lett & sj& at funksjonen er monotont
stigande og gar gjennom origo. Me far likevel meir informasjon ved & sji pa den deriverte

f!(z) = 32°.

Den deriverte er 0 akkurat i origo. Kurva &t f(x) er altso fyrst bratt stigande, flatar ut
inn mot origo, men tek so til & stiga igjen, brattare og brattare. Plottet ser slik ut:

Ovingsoppgave 6.16. Drgft og skissér funksjonen
f(z) =23 + .
Marker topp- og botnpunkta og skjeseringspunkta med aksane.

Ovingsoppgave 6.17. Droft og skissér funksjonen
fz) =2 - 1.

Marker topp- og botnpunkta og skjeseringspunkta med aksane.

6.3 Polynom pa faktorisert form
Eksempeloppgave 6.18. Drgft og skissér funksjonen
flx)y=2% 2% -z —2.
Det er mogleg & visa at funksjonsuttrykket kan faktoriserast, slik at
fla)= (" +a+1)(z~2)

Marker topp- og botnpunkta og skjeeringspunkta med aksane.
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6 Funksjonsdrpfting

Lgysing 6.7. Me kan finna nullpunkta ved hjelp av den faktoriserte formen. Me har
f(z) = 0 nar
0=a4z+1, ellr (6.3)
0=z—2. (6.4)
Nar me set inn i formelen, finn me at den fyrste likninga ikkje har lgysingar. Den andre
har lgysinga « = 2.
For & finna topp- og botnpunkt bruker me den deriverte. Det er enklast & derivera den
ufaktoriserte formen.
fl(x) =32% — 22 — 1.

Nullpunkt finn me med formelen for andregradslikningar som

2442243 (1) 1
N 2.3 3

1 2 —1

(=}

X

Me skisserer kurva med dei tre punkta som me har funne x-verdien for.

Merknad 6.3. Merk at me ikkje har rekna ut y-verdiar eller markert ngyaktige talverdiar
i skissa i den siste lgysinga. I mange av dei tidlegare lgysingane har me teke det med,
sj¢lv om oppgava ikkje har spurt om det. Begge delar er greitt. So lenge figuren ikkje
vert overlessa og uleseleg, og ein har med alt ein vert spurd om, so er resten ei smaksak.

Ovingsoppgave 6.19. Droft og skissér funksjonen
f(z) =2® — 42 + 5z — 2.

Det er mogleg & visa at dette kan faktoriserast som
flx)=(2* -2z +1)(z —2)

Marker topp- og botnpunkta og skjeeringspunkta med aksane.
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6.4 Vidare lesing

6.4 Vidare lesing

Lesing: Bjgrnestad et al, kapittel 3.3-3.4, 3.8, 3.12, 3.13

55






7 Den andrederiverte

Til gvingstimen 8 (21. oktober 2019). Gjer oppgavene i dette kapittelet, bortsett fra
avsnitt ?7.

Til gvingstimen 9 (23. oktober 2019). Fylgjande oppgaver:
1. Oppgave[7.14
2. Prgv & koma a jour med tidlegare avsnitt.
3. Oppgave 3 fra eksamen varen 2018.
4. Oppgéave 3-4 fr eksamen november 2015.

Nar de arbeider med gamle eksamensoppgaver, ver merksam pd at lgysingsforslaga har
endra seg over tid, og krava til fullstendige og ryddige forklaringar har auka over tid.

7.1 Den deriverte av hggare orden
Eksempeloppgave 7.1. Me har funksjonen f(z) med den deriverte:

f(z) = 2% — 22 4+ 22 — 4, (7.1)
f'(x) = 32% — 4o + 2. (7.2)

Dreft og skissér f/(z).

Lgysing 7.1. Legg merke til at f’(z) er ein funksjon. Drefting av f’(x) vert det same
som drgfting av einkvan annan andregradsfunksjon. Dvs. at me kan derivera han, slik

f"(z) = 6x — 4. (7.3)

Me har f”(z) = 0 for x = 2/3, og f”(x) byter forteikn. Difor har f/(x) eit ekstremalpunkt
for v = 2/3.
Nullpunkta &t f’(x) finn me med formel, som fylgjer

4++16 —24
r=—

. (7.4)

Her er inga lgysing, so f’(z) har ingen nullpunkt.

Me kan teikna forteiknsdiagram for f/(z) og f”(x). Forteikna for f”(x) viser at f(x)
fyrst fell og so stig. Dette kan me bruka som utgangspunkt for & skissera f’(z) som vanleg
i koordinatsystemet.
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7 Den andrederiverte
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Ovingsoppgave 7.2. Me har funksjonen f(z) med den deriverte:

flz)= -2+ 22 +2, (7.5)
f(x) = —32°% 4 2.

Dreft og skissér f/(z).

Merknad 7.1. Over har me funne den deriverte av den deriverte til ein funksjon f(z).
Funksjonen f”(x) kallar me gjerne for den andrederiverte, eller den dobbelderiverte, av

f(@).

Eksempeloppgave 7.3. Me har funksjonen f(z) med den deriverte:

flx)=a* — 2% — 2% -1, (7.7)

f'(x) = 42® — 32 — 2.
Droft og skissér f'(x).
Lgysing 7.2. Me drgftar f'(x) som einkvan annan tredjegradsfunksjon. Derivasjon gjev
" (z) = 1222 — 62 — 2. (7.9)

Nullpunkt for f”(z) er

_6+/36-4-12-(-2) _6=v36+96 _ 1 V12 _ [07287 (7.10)
v 212 - 24 T 4T 24 ) —0,.2287 '

Sidan andregradsleddet er positivt, har andregradsfunksjonen botnen ned. D& kan me
teikna forteiknsdiagram, og skissera f’(x) basert pa det.
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7.2 Krumming
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Me har markert nullpunkt i origo, sidan det er lett & sjd at alle ledda i f'(x) er delelege
med z. Dei andre nullpunkta har me ikkje rekna ut.

Ovingsoppgave 7.4. Me har funksjonen f(z) med den deriverte:

f(z) =2t + 22 — 22, (7.11)
f(x) = 42® 4 62 — 2. (7.12)

Drgft og skissér f/(z).

7.2 Krumming

Eksempeloppgave 7.5. Ein funksjon f(z) er gjeven som fylgjande kurve:

/\

Skissér f'(z) og f”(x) basert pa kurva over.

Loysing 7.3. Me skisserer f/(z) basert pd f(z) slik at f/(z) far positiv verdi nar f(x)
fell og negativ nar f(x) stig. Me skisserer f”(x) p& same méate basert pd f(x).
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7 Den andrederiverte
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Merk at skissa ikkje er perfekt, men me kan sja nokonlunde kvar f’(x) og f”(x) har
null-, topp- og botnpunkt. Me kan og sja kvar dei er konstante. Legg merke til x-ane,
som viser punkt der f”(z) er udefinert.

Ovingsoppgave 7.6. Ein funksjon f(x) er gjeven som fylgjande kurve:

Skissér f'(z) og f”(x) basert pa kurva over.

Eksempeloppgave 7.7. Ein funksjon f(z) er gjeven som fylgjande kurve:
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7.2 Krumming

Skissér f”(x) basert pa kurva over.

Lgysing 7.4. Me skisserer f”(x) basert pa f(x) slik at f”(x) er positiv n&r f(z) krummar
oppover og negativ nar f(x) krummar nedover.

] \
g (x
1
// N\
/ \
\ e
\\\_—-
I/]\
& [ %)
™ Wosa
\ \3 3
X% Y //
N =

Merk at skissa ikkje er perfekt, men me kan sji nokonlunde kvar f”(z) har null-, topp-
og botnpunkt. Me kan og sja kvar dei er konstante. Legg merke til x-ane, som viser
punkt der f”(x) er udefinert.

Ovingsoppgave 7.8. Ein funksjon f(x) er gjeven som fylgjande kurve:
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7 Den andrederiverte
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Skissér f”(x) basert pa kurva over.

7.3 Vendepunktet

Eksempeloppgéve 7.9. Sja pa funksjonen f(x) = 23 + 322. Denne funksjonen har eit
lokalt maksimum for x = —2 og lokalt minimum for x = 0. Sj& pa kurva pa intervallet
—2 < x < 0. Kvar er ho brattast?

Lgysing 7.5. Lat oss plotta i full fart.

4.0 4

3.54

3.04

2.54

2.0+

154

1.0+

0.0

Kurva er openbert slak naer ekstremalpunkta. Det ser ut som om ho er brattast midt
mellom topp- og botnpunktet, altso ved x = —1, men for & vera sikker pa at svaret er
ngyaktig er det best & bruka algebra.

Malet for bratte er stigningstalet at tangenten, altso den deriverte:

f'(z) = 32% 4 6.

Me veit allereie fra oppgéva og plottet at f'(—2) = f(0) = 0 og at f/(0) < 0 for —2 <
x < 0, men kvar er f/(x) minst (mest negativ)?
For & finna minimumspunktet at f’(z), deriverer me igjen

f"(x) = 6x +6.

Me ser at f”(—1) = 0. Dette er altso minimumspunktet &t f’(x) og det brattaste punktet
nedover pd f(x). Dette punktet vert og kalla vendepunktet at f(x).

62



7.3 Vendepunktet

Merknad 7.2 (Vendepunkt). I figuren ser me korleis kurva krummar med hulsida ned til
venstre for vendepunktet og hulsida opp til hggre for vendepunktet. Den andrederiverte
byter forteikn i vendepunktet. Han er negativ til venstre, der f/(x) vert mindre og mindre
og lagar hulside ned p& f(z). Han er positiv til hggre, der f'(x) vert stgrre og lagar hulside

opp pa f(x).

@vingsoppgave 7.10. Sja pa funksjonen f(x) = 23 — 322 + 1. Denne funksjonen har
eit lokalt maksimum for z = 0 og lokalt minimum for x = 2. Sja pa kurva pa intervallet
0 < x < 2. Kvar er ho brattast?

Eksempeloppgéave 7.11. Drgft og skisser funksjonen f(z) = 2% + 622 + 3x. Marker
vendepunktet med z- og y-verdi.

Lgysing 7.6. Me finn den deriverte
f'(x) = 32 + 12z + 3.

Nullpunkta 8t f’(z) finn me med formelen for andregradslikningar

—124++v122-4-3-3 1 —3,732
x = =-24+-V108 = (7.13)
2-3 6 —0,268
Dette er ekstremalpunkta &t f(x).
Me kan finna vendepunktet ved & setja den andrederivert lik null:
0= f"(z) =6x+12.
Me Igyser likninga
0 =62 + 12, (7.14)
6r = —12, (7.15)
x=-2. (7.16)
Me kan finna funksjonsverdien i dei tre interessante punkta:
f(=3,732) = 20,39 (7.17)
f(=2)=(-22-3-224+1=-8-12+1=10 (7.18)
f(—0,268) = —0,392 (7.19)

D4 har me fylgjande plott.
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7 Den andrederiverte

20

@vingsoppgave 7.12. Drgft og skisser funksjonen f(z) = 2% — 622 + 3z. Marker vende-

punktet med z- og y-verdi.

7.4 Vendetangenten

Eksempeloppgéave 7.13. Drgft og skisser funksjonen f(z) = 2® + 622 + 3z. Finn ei
likning for vendetangenten og teikn vendetangenten i skissa.

Lgysing 7.7. Me kan ta utgangspunkt i skissa frd oppgave Vendetangenten gir
gjennom vendepunktet (—2,10) og har stigningstalet

fl(=2) =3(-2)? +12(-2) +3=12 - 24 + 3 = —9.

Dette kan me teikna som fylgjer.

A, 10
7 | N
N
N
\{
\
\
N\
\ |
\ W
\
\
\
\
AN
AN
] ; AN i
4 > <2 l { 7 3
Likninga for vendetangeten er y = —9x + b for ein eller annan konstant b. Me kan

bruka vendepunktet, med z = —2 og y = 10. Nar me set inn ser me at 10 = —9-(—2)+b

eller

10 =18 +b.
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7.5 Vidare lesing

Dette stemmer for b = —8. Dersom me forlengar tangenten i skissa, ser me at det stemmer
godt. Likninga for vendetangenten er

y=—9x — 8.

@vingsoppgave 7.14. Drgft og skisser funksjonen f(z) = 2% — 622 +3z. Finn ei likning
for vendetangenten og teikn vendetangenten i skissa.

7.5 Vidare lesing

Lesing: Bjgrnestad et al, kapittel 3.8 og 3.12
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8 Kostnadsoptimum

Til gvingstimen 10 (28. oktober). Gjer oppgavene i avsnitt
Dersom du har tid, gjer oppg. 3.47 og 3.49 i leereboka.

Til gvingstimen 11 (30. oktober). Gjer oppgavene i avsnitt og (deretter) i av-
snitt [3.5] om du ikkje har gjort dei for.

Dersom du har tid, gjer oppg. 3.48 og 3.50 i leereboka.

Merknad 8.1 (Kostnadsoptimum). Dersom me har ein kostnadsfunksjon K (x), kan me
definera einingskostnaden, eller gjennomsnittskostnaden, som

Kostnadsoptimum er minimumspunktet for einingskostnaden.

8.1 Utan faste kostnader

Eksempeloppgéave 8.1. Ei bedrift har kostnadsfunksjonen
K(z) =0,072% — .
Finn gjennomsnittskostnaden A(x). Draft og skisser A(z) og finn kostnadsoptimumet.

Lgysing 8.1. Gjennomsnittskostnaden er gjeven som

Aw) = B9 o070 1.

Dette er ein linezer funksjon, og skissa vert ei rett line.
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8 Kostnadsoptimum

¢

~loo -So L) $0 106 /50 .

)
-7

Funksjonen A(z) er monotont stigande, so den lagaste gjennomsnittskostnaden far me
nir x er minste moglege (meiningsfulle) verdi. Merk at A(x) = K(z)/x ikkje er definert
for z = 0 sidan me ikkje kan dela pa 0. Me kan ta ein verdi vilkarleg neer 0, og fa ein
gjennomsnittskostnad vilkarleg naer —1, men negativ kostnad gjev heller ikkje szerleg
meining. Ein far g& ut frd at K (z) ikkje var meint for smé verdiar av z.

Kostnadsoptimum gjev ikkje szerleg meining i denne oppgava.

Ovingsoppgave 8.2. Ei bedrift har kostnadsfunksjonen
K(z) = 0,052% + 2.

Finn gjennomsnittskostnaden A(x). Drgft og skisser A(x). Kva kan me seia om kostnads-
optimumet?
8.2 Den lineaere kostnadsfunksjonen
Eksempeloppgéave 8.3. Ei bedrift har kostnadsfunksjonen

K(z) = 102 + 50.
Finn gjennomsnittskostnaden A(x). Drgft og skisser A(z) og finn kostnadsoptimumet.

Lgysing 8.2. Gjennomsnittskostnaden er gjeven som

K@) 50
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8.3 Kostnadsoptimum

Lat oss fyrst analysera dei variable og dei faste kostnadene kvar for seg. Me skriv

Al(.%') = 10, (8 1)
Arfa) =, (52)
Afs) = A (2) + Ax(a). (83)

Legg merke til at As(z) er udefinert for = 0, men kva skjer ndr z — 07, dvs. nar z er
positiv og naermar seg 0. Nar me deler pé eit stadig mindre tal, vert brgken stadig stgrre,
so As(x) — co. Omvendt kan me sji, ndr x — oo, at As(z) — 0.

Me ser og at A;(x) er konstant, dvs. ei vassrett line, og me kan skissera A;(x) og Aa(x)
i diagrammet.

jao
o+

9T

Al L Ao

! 2 ! Y s Al %

I skissa ser me korleis kurva &t As(x) naermar seg x-aksen nar x — oo, og y-aksen nar
As(x) — oo. Me har og skissert A(x). Sidan A(z) er summen av As(z) og A;(z) = 10,
vert kurva lik As(x) flytta ti steg opp langs y-aksen.

Me har skissert funksjonen for negative verdiar av x for & illustrera korleis slike funk-
sjonar ser ut generelt. Sidan negativt produksjonsvolum ikkje gjev meining, er dette ikkje
relevant for kostnadsfunksjonar.

Kostnadsoptimumet er ikkje definert her. Den lagaste einingskostnaden far me néar
T — 00.

Ovingsoppgave 8.4. Ei bedrift har kostnadsfunksjonen
K(x) = 2z + 100.

Finn gjennomsnittskostnaden A(x). Kva kan me seia om kostnadsoptimumet?
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8 Kostnadsoptimum

Rekneregel 8.1 Den deriverte av 1/x.

8.3 Kostnadsoptimum

Eksempeloppgéave 8.5. Ei bedrift har kostnadsfunksjonen
K(z) = 0,072 —  + 50.
Finn gjennomsnittskostnaden A(x). Droft og skisser A(z) og finn kostnadsoptimumet.

Lgysing 8.3. Gjennomsnittskostnaden er gjeven som

K
_ K@) :0,07x—1+5$—0

Lat oss fyrst analysera dei variable og dei faste kostnadene kvar for seg, slik som me
gjorde i oppgave Me skriv

Ai(z) =0,07x — 1, (8.6)
Axfa) =, (8.7)
A(z) = A1(z) + Aa(z). (8.8)

Gjennomsnittet av dei faste kostnadene, Ay (), er den same funksjonen som i oppgave 8.1}
Han er udefinert for x = 0, og Az(x) — oo nar x — 0. Nar x — oo, far me As(z) — 0.

Gjennomsnittet A;(z) av dei variable kostnadene er denne gongen linezrt, men ikkje
konstant. Me kan skissera A;(z) og Aa(z) som fylgjer.

G

/o6
x
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8.3 Kostnadsoptimum

Dersom me legg saman A;(z) og Az(x) skulle me f& u nokonlunde fylgjande plott.

K(x)

=S =) SO 106 X

Det ser ut som om me har eit botnpunkt, so lat oss studera det litt naerare ved hjelp
av den deriverte. D4 treng med rekneregel Me kan derivera ledd for ledd, so me har

1
A(x) = 0,072 —1+50- - (8.9)
A’(x):007+50-(—i):007—@ (8.10)
) [EQ ) x2 *
Me ma lgysa likninga
50
0=0,07——. (8.11)

Dette er ikkje ei vanleg andregradslikning, men me kan gonga gjennom med z? (fgresett
at x # 0):

0-22=0,07-2% - 50, (8.12)
50 = 0,07 - z* (8.13)
50 )
007 = ¢ (8.14)
50
=+ ~ +26,73 8.15
T 0.0 ; (8.15)
Den tilhgyrande y-verdien er
A(26,73) = 2,74 (8.16)

Ved hjelp av dette punktet, kan me skissera funksjonen litt meir ngyaktig.
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8 Kostnadsoptimum
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Den lagaste gjennomsnittskostnaden finn me nar me produserer x = 26,73 einingar.
Ovingsoppgave 8.6. Ei bedrift har kostnadsfunksjonen
K(x) = 0,052% 4 2z + 100.

Finn gjennomsnittskostnaden A(x). Drgft og skisser A(z) og finn kostnadsoptimumet.

Merknad 8.2 (Rasjonal funksjon). Funksjonar pa formen

der bade p(x) og q(z) er polynom, vert kalla rasjonale funksjonar. Nar kostnadsfunk-
sjonen K (z) er eit polynom, vert gjennomsnittskostnaden A(z) = K(x)/x ein rasjonal
funksjon, sidan z er eit polynom.

Ovingsoppgave 8.7. Drgft og skisser funksjonen
1
Alz) = -z +2+ —.
x

Finn maksimums- og minimumspunkta, og forklar kva som skjer ndr x — 0 og nar
T — Fo0.

Ovingsoppgave 8.8. Drgft og skisser funksjonen

1
A(a;)——x+2—;.

Finn maksimums- og minimumspunkta, og forklar kva som skjer ndr x — 0 og néar
T — Fo0.
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8.4 Grensekostnaden i optimum

8.4 Grensekostnaden i optimum
Eksempeloppgéave 8.9. Ei bedrift har kostnadsfunksjonen
K(z) = 0,122 + x + 20.

Finn kostnadsoptimum. Rekn ut gjennomsnittskostnaden og grensekostnaden i kostnads-
optimum.

Lgysing 8.4. Me m4 starta med gjennomsnittskostnadsfunksjonen

2
A(z) =01z + 1+ —0
x

Optimum finn me ved & derivera:

20

Allr)=01-=.

(=012
Nér me lgyser likninga A'(x) = 0, far me

2 = 200.

Kostnadsoptimumet er altso z = 10v/2 ~ 14,1, og A(14,1) ~ 3,8.
Me skisserer funksjonen for & dobbelsjekke at kostnadsoptimumet faktisk er et mini-
mum.

-+~
L
s
-
N
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8 Kostnadsoptimum

Me treng og grensekostnaden

Verdiane i kostnadsoptimum er

Ovingsoppgave 8.10. Ei bedrift har kostnadsfunksjonen
K(z) = 0,082% — 2z + 100.

Finn kostnadsoptimum. Rekn ut gjennomsnittskostnaden og grensekostnaden i kostnads-
optimum.

Merknad 8.3. I desse oppgavene var grense- og gjennomsnittskostnadene like i kost-
nadsoptimum. Nar me ser slike «samantreff» lgnar det seg & spgrsja om det alltid er slik,
og evt. kvifor det er slik.

Der finst eit algebraisk argument, men det konseptuelle argumentet er mest interessant.

Lat oss tenkja oss at prisen akkurat dekkjer gjennomsnittskostnaden i optimum og
at prisen er konstant. D& gir bedrifta akkurat i balanse. Dersom bedrifta endrar pro-
duksjonsvolumet fra optimum, so vil gjennomsnittskostnaden auka og bedrifta g med
underskot. Det vil seia at bedrifta ikkje berre star i kostnadsoptimum, men og i profitt-
optimum.

I profittoptimum, mé grensekostnaden vera lik prisen. Dersom grensekostnaden var
hggare enn prisen, ville ein tena meir ved & redusera produksjone, og dersom grensekost-
naden var ligare, vore der gevinst i auka produksjon. Difor er grensekostnaden lik prisen,
som var lik gjennomsnittskostnaden.

Merknad 8.4. Nokon studentar og nokon bgker bruker regelen A(z) = K'(z) for &
finna kostnadsoptimum. Det funkar, men ein treng ikkje hugsa denne regelen. Den gene-
relle metoden for & finna optimum ved hjelp av derivasjon (A’(x) = 0) fungerer for alle
funksjonar, ogso A(x).

Ovingsoppgave 8.11. Ei bedrift har kostnadsfunksjonen
K(z) = —0,012% 4 100z + 5.

Skisser funksjonen A(z) for gjennomsnittskostnaden og finn kostnadsoptimum. Saman-
likn med forrige oppgave og drgft kor mykje bedrifta bgr produsera.

8.5 Vidare lesing

Lesing: Bjgrnestad et al, kapittel 3.14-3.15
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9 Eksamenstips

Dette kapittelet viser typiske eksamensoppgéver frd eksamen tidlegare ar fra dei tre
hovudtemaa i pensum. Kvart hovudtema skal dekkja minst 25% av eksamen, og 75—

80% av eksamen skal vera ganske forutseieleg. Dei siste 20-25% eksamen skal by pa

overrasking. Fullstendig og god kontroll pa dei forutseielege 75% er nok til karakteren C.
Oppgavene er henta fra eksamen hausten 2017, men nokre av lgysingsforslaga er utvida
med meir detaljar og instruksjonar til sensor, i trdd me korleis eksamen er planlagd i ar.

Der er 0g nokre mindre spraklege endringa i oppgavetekstane.

Desse oppgavene er typiske, men der er variasjon. Alle dgma og oppgévene i oppgéve-

hefta er relevante for dei tre hovudtemaa.

9.1 Generell instruksjon

1. Enkel kalkulator er einaste tillatne hjelpemiddel.

2. Svar pa oppgéivene med tanke pa & forklara medstudentane korleis du tenkjer og

overtyda dei om at lgysinga er rett.

3. Det er ikkje eit mal & velja same lgysingsmetode som eksaminator. Der er som regel

mange vegar til mélet.

9.2 Tema 1: Finansmatematikk
Eksempeloppgéave 9.1. Du set 1000 kr. pa konto til 2% rente.
1. Kva er saldoen etter seks ar?
2. Kor mange ar tek det for saldoen er 2000 kr.?

Vis korleis du kjem fram til svara.

Lgysing 9.1. Del 1. Saldoen etter seks ar er 1000 - 1,02° ~ 1126,16 kroner.

Del 2. Saldoen etter t ar er
1000 - 1,02 = 2000

Dette er ei likning som me kan forenkla til
1,02t = 2,

som gjev
tln1,02 =1n2,
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9 FEksamenstips

Ergo
In2

= o ™ 35,00

Det tek altso 35 ar & dobla saldoen.

Eksempeloppgave 9.2. Per og Kari fekk ein genial idé da dei skreiv sistedrsoppgéave
pa studiet, og no vil dei starta bedrift. Dei trur at idéen deira kan gje ein profitt pd
éin million kronar ved utgangen av kvart ar i fem &r, fgr andre aktgrar kjem etter og
profitten forsvinn pga. konkurransen. Diskonteringsraten (rentenivaet) er fem prosent.

1. Kva er noverdien til profitten?

2. Sett i staden at dei reknar med & vidareutvikla idéen og oppné ein profitt pa ein

million per ar til evig tid. Kva er noverdien til den evige profittstraumen?

3. Det kostar dei fem millionar & starta bedrifta. Kor mange ar tek det for dei har

tent inn oppstartkostnaden?
Vis korleis du kjem fram til svara.

Lgysing 9.2. Del 1. Noverdien (i millionar) er

SRR
£~ 1,05 1,056 < 1,05
1 \o
1 (1,05) —1
- 1
1,05 -1
1 \5
 (gm) -1
—0,05
~ 4,329
Del 2. Noverdien (i millionar) er
PR e
£~ 1,05 1,05 £~ 1,05
i=1 =0
1 -1
-
1,05 -z — 1
1
0,05
= 20.
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9.2 Tema 1: Finansmatematikk

Del 3. Set at det tek t &r for noverdien nér fem (millionar). Me skal finna talet ¢.
Noverdien etter ¢ ar (i millionar) kan skrivast som

t—1

> 11 1
1,050 1,05 <= 1,05°

i=1 =0
1 \¢
_ 1 Ge) -t 9.3)
1,05 4 —1
1 \¢
_ (1,05) -1
—0,05
Me skal da lgysa likninga
1 \¢
1
5 (1,05) (9.4)
—0,05
eller
025= (=)' 1 9.5
T ML05 (9:5)
eller
0,75 = (=)' (9.6)
T NL05 ‘
Dette gjev
1
In0,75 = t1 .
no, n (1,05) (9.7)
eller
In0,75
- = x59 (9.8)
In (1,05)

Det tek altso 5,9 ar & tena inn oppstartskostnaden.

Merknad 9.1 (Del 3). Oppgéva har to hovudsteg. Det eine er & setja opp likninga og
det andre er & lgysa ho. Det er rimeleg & gje halv uttelling for likninga og halv uttelling
for lgysinga.

Merknad 9.2. Det vesentlege i denne oppgéava er at studentane veit & tolka oppgava og
har ein lgysingsmetode som verkar og som dei er trygg pa. Ein skal ikkje leggja vekt pa
at dei vel den beste metoden. Del 1 kan lgysast ved & tabulera heile kontantstraumen, og
det er heilt greitt. Del 3 kan i alle fall lgysast omtrentleg med tabell. Full uttelling foreset
eksakt lgysing, men ei omtrentleg lgysing (litt mindre enn seks ar) med god grunngjeving
m4é gje minimum halv uttelling.

Del 2 er verre a tabulera, men ein skal ikkje avvisa gode forsgk som gjev vel underbygd
innsikt i problemet.
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9 FEksamenstips

9.3 Tema 2: Kostnads- og inntektsfunksjonar

Oppgavene nedanfor er henta fra tidlegare eksamensoppgaver, men lgysingsforslaga er
skrivne om som sensorrettleiingar slik dei vil verta brukt framover.

Eksempeloppgave 9.3 (Eksamen hausten 2017, oppg. 5). Alesund Dings og Profitt AS
sel dingsar. Utgiftene deira er 10 kr. per produsert dings, pluss 1000 kr. dagen i faste
utgifter (uavhengig av produksjonsvolumet).

1. Finn eit uttrykk for kostnadsfunksjonen K (x).
2. Kvar dings vert solgt for 20kr. Finn eit uttrykk for inntektsfunksjonen I(z).

3. Skissér bae funksjonane I(z) og K(x) i same koordinatsystem. Hugs & merka kva
kurve som svarer til kva funksjon i teikninga.

4. Finn eit uttrykk for profittfunksjonen P(x).

5. Finn produksjonsvolumet = som gjev balanse i drifta (korkje overskot ellet under-
skot). Vis utrekninga og markér lgysinga i skissa frd forrige deloppgave.

Lgysing 9.3. Del 1. Me legg saman dei totale variable kostnadane for x dingsar med
dei faste kostnadene og far kostnadsfunksjonen K (z) = 10z + 1000

Del 2. 20 kr. per eining vert I(x) = 20z kroner for z einingar.

Del 3. Dette gjev fylgjande skisse:

A
Yo

[000_=

/0o

Del 4. Profitten er overskotet nar me trekk utgiftene fra inntektene, altso P(z) =
I(z) — K(z) = 10z — 1000
Del 5. Balanse i drifta vil seia at P(z) = 0, eller mao.

10z — 1000 = 0

Dette gjev
10z = 1000
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9.3 Tema 2: Kostnads- og inntektsfunksjonar

eller 1000
= —— =100
70

Bedrifta gar i balanse nar dei produserer 100 einingar.

Merknad 9.3. Heilskapsforstaing er vesentleg i kurset og i denne oppgéava skal ein leggja
vekt pa at figuren er konsistent med dei gvrige svara. Spesielt er ikkje svaret pa del 5
fullstendig utan at likevektspunktet er markert i figuren for del 3. Av same grunn skal
ein trekkja mykje for simple reknefeil (slurvefeil) som burde ha vore oppdaga ved hjelp
av skissa og som korkje er retta eller kommentert. (I andre tilfelle kan slike slurvefeil
dgmmast lett.)

Eksempeloppgave 9.4 (Eksamen hausten 2017, oppg. 6). Ei anna bedrift har kost-
nadsfunksjonen
K(z) = z* + 10z + 30.

1. Finn eit uttrykk for grensekostnaden K'(z)?

2. Finn eit uttrykk for gjennomsnittskostnaden A(z) nar bedrifta produserer = dings-
ar?

Sja no pé tilfellet der bedrifta leverer z = 10 dingsar.
3. Finn gjennomsnittskostnaden for z = 10
4. Finn grensekostnaden for z = 10
5. Kva m4 utsalsprisen vera for at bedriften skal g& med overskot?
6. Kva ma utsalsprisen vera for at det skal lgna seg & auka produksjonen?

Lgysing 9.4. Del 1. Grensekostnaden er det same som den deriverte av kostnadsfunk-
sjonen, altso K'(x) = 2z + 10.
Del 2. Gjennomsnittskostnaden per eining er totalkostnad delt pa talet pa einingar:

A(x):x—i-l()—i-?;f(')

Del 3. Me set inn i funksjonen og far at gjennomsnittskostnaden er

A(lO):10+10+%:23

Del 4. Me set inn i funksjonen og fir at grensekostnaden er
K'(10) =2-10+ 10 = 30

Del 5. Han ma meir enn dekkja gjennomsnittskostnaden. Prisen mé altso vera meir
enn 23 (kroner).
Del 6. Han mé& dekkja grensekostnaden. Prisen mé altso vera meir enn 30 (kroner).
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Merknad 9.4. I del 6 kan ein diskutera om 30 eksakt er tilstrekkeleg eller ikkje, men
det er ikkje verd & gjera det her. Svaret ma reknast som like rett uansett om ein skriv
meir enn

Merknad 9.5. Svara i denne oppgava ma vurderast samla, slik at fylgjefeil ikkje vert
straffa. Dei siste to spgrsmala legg vekt pd at studenten klarer & tolka matematiske
resultat tilbake i det praktiske problemet, og denne evna er i stor grad uavhengig av
evna til § rekna rett i spgrsmala over.

9.4 Tema 3: Funksjonsdrgfting

Oppgavene nedanfor er henta fra tidlegare eksamensoppgaver, men lgysingsforslaga er
skrivne om som sensorrettleiingar slik dei vil verta brukt framover.

Eksempeloppgave 9.5 (Eksamen hausten 2017, oppg. 3). Dreft og skissér funksjonen
f(x) = —2® + 22 — z.
Svar pa fylgjande spgrsmal, og markér svaret bade i skissa og i teksta.

1. Finn ekstremalpunkta (maksimum og minimum) &t funksjonen. Bestem z- og y-
verdiane til ekstremalpunkta.

2. Finn nullpunkta &t funksjonen.

3. For kva x-verdiar er funksjonen stigande?

4. For kva z-verdiar er funksjonen positiv? Dvs. f(z) > 0.
5. Finn vendepunktet til f(z). Vis bade x- og y-verdien.
6. Kva skjer med funksjonsverdien f(x) nar z — oo?

Merknad 9.6. Det vesentlege i denne oppgéava er 4 sy saman alle delsvara til ein heilskap,
slik at skissa vert konsistent. Studentane skal visa heilskapsforstiing. Ein god tommel-
fingerregel er & leggja lik vekt pa den algebraiske lgysinga og pa skissa.

Merknad 9.7. Det er smak og behag kva rekkjefylgje ein lgyser deloppgévene i. Her
startar me med ekstremalpunkta.

Lgysing 9.5. Del 1. Lat oss derivera

flz)=—a3+222 —x (9.9)
fl(z) = =32% + 42 — 1 (9.10)
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9.4 Tema 3: Funksjonsdrgfting

I eventuelle ekstremalpunkt har me f/(z) = 0, altso

0= 32 +4x — 1, (9.11)
At/ —4-(=3)-(-1)  —4+V4
T = 2 (3) =— (9.12)
1,
x = {1 (9.13)
L

Med to ekstremalpunkt i ein tredjegradsfunksjon, mé det eine vera toppunkt og det andre
botnpunkt. Me finn y-verdiane ved innsetjing
1 1 1
N=——_3y9.__ "=
f(3) 33 + 32 3
1 2 1
27 9 3
1,6 9
27T 27 27
-1+46-9 4
21 27
fy=-1342-12-1=0 (9.15)

(9.14)

Del 2. For & fa skissa presis kan me godt finna nullpunkta med ein gong. D faktoriserer
me funksjonen som fylgjer:

flz) = =23 +22% — 2 = 2(—2% + 22— 1) (9.16)

Her far me altso nullpunkt for z = 0 og for —2? + 22 — 1 = 0. Den siste likninga kan
med lgysa med formel, og da finn me eitt nullpunkt, for z = 1. Me har altso to nullpunkt
z = 0 og z = 1. Det siste fell saman med eit ekstremalpunkt. Nar me teiknar null- og
ekstremalpunkta fylgjer formen pa kurva, og me skisserer som fylgjer:

Vendepunktet er rekna ut under.

Del 3. Me ser av skissa at funksjonen er stigande nir 1/3 < x < 1. Sidan me veit at
ein tredjegradsfunksjon berre har eitt topp- og eitt botnpunkt, ma dette vera det einaste
omrédet der funksjonen er stigande.
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9 FEksamenstips

Del 4. Me ser av skissa at funksjonen er positiv for x < 0. Sidan me kjenner formen
pa tredjegradsfunksjonen, med eitt topp- og botnpunkt, veit me at han er positiv i heile
omradet til venstre for 0.

Del 5. Vendepunktet er bestemt av f”(z) = 0. Dette gjev

f'(z) = —6x+4=0

eller z = 2/3.

2 23 22

)y = 2. _C

f(3) 33+ 32 3
8 8 2
T 2719 3
8w (9.17)
27 27 27
_ —8+24-18 2
- 27 27

Dette markerer me i skissa.
Del 6. For store verdiar av x er tredjegradsleddet dominerande, pga. forteiknet vert
dette negativt. Dermed har med f(x) — —oo nar x — oo, og skissa stadfestar det.

Merknad 9.8. Skissa som er kravd i oppgava legg godt til rette for & dobbelsjekka alle
svar. Ein skal ikkje krevja at studentane viser at dei dobbeltsjekkar svara sine, men dei
bgr gjera det. Fordi oppgava legg so godt til rette for & dobbelsjekka svara, skal ein straffa
slurvefeil strengt i denne oppgava, med mindre inkonsistensen er kommentert.

Merknad 9.9. Dersom me er i tvil, kan me stadfesta lgysingane ved & forteiknsdrgfta.
I del 3 vil ein i so fall forteiknsdrgfta f/'(z), og i del 4 f(z).

Merknad 9.10. I del 3, 4 og 6 kan ein bruka skissa som argument, men for & fa full
uttelling skal ein ha eit argument for at der ikkje kan skje noko uventa utanfor skissa.
Dette kan ein gjera ved & visa til den velkjente formen som tredjegradskurva har, utan &
verta serleg formell. (Jfr. lgysingsforslaget for Del 3—4.)
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abc-formelen,
andrederiverte,
andregradslikning

formel,
standardform,

D
delta,

derivasjon

andregradsfunksjon,

derivert,
diskret funksjon,

diskret tid,
drgfta funksjon,

E
einingskostnaden, [9]

F
funksjon,

G
grensekostnad, [9]

I
invers funksjon,

K
kontinuerleg funksjon,

kostnadsoptimum,
kvadratisk funksjon,

L

likning,
linezer funksjon,
linezer likning,

N
nullpunkt,
P

parabel,
polynom,
prisfunksjon,
produksjonsfunksjon,
profittfunksjonen,
profittoptimum,

R
rasjonal funksjon,
S

sekant,
skissera funksjon,

stigningstal, [9]

U
ulikskap,
A%

variable kostnader,
vendepunkt,
vendepunktet,
vendetangent,
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